
 

 

Περιεχόμενα 

Πρόλογος ................................................................................................................................... 5 

Κεφάλαιο  1 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ .................................................. 11 
Προβλήματα βελτιστοποίησης.   Γραμμικά προγράμματα.   Ακέραια προγράμματα.  Τετρα-

γωνικά προγράμματα.   Διατύπωση προβλήματος.   Σύμβαση λύσης. 

Κεφάλαιο  2 ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ: BΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ................. 29 
Συνθήκες μη αρνητικότητας.   Χαλαρές και πλεονασματικές μεταβλητές.   Εύρεση μιας 

αρχικής εφικτής λύσης.   Κόστη ποινών.   Κανονική μορφή.   Γραμμική εξάρτηση και ανε-

ξαρτησία.   Κυρτοί συνδυασμοί.   Κυρτά σύνολα.   Λύσεις ακραίων σημείων.   Βασικές 

εφικτές λύσεις. 

Κεφάλαιο  3 ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ:   
H ΜΕΘΟΔΟΣ SIMPLEX ΚΑΙ Η ΔΥΪΚΗ ΜΕΘΟΔΟΣ SIMPLEX ............... 44 
Πινακοποίηση της μεθόδου simplex.   Απλοποίηση της πινακοποίησης.   Η μέθοδος 

simplex.   Τροποποιήσεις για προγράμματα με τεχνητές μεταβλητές.   Η δυϊκή μέθοδος 

simplex. 

Κεφάλαιο  4 ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ:   
ΔΥΪΚΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΚΑΙ ΑΝΑΛΥΣΗ ΕΥΑΙΣΘΗΣΙΑΣ......................... 68 
Συμμετρικά δυϊκά.   Δυϊκές λύσεις.   Ασύμμετρα δυϊκά.   Ανάλυση ευαισθησίας. 

Κεφάλαιο  5 ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ: ΕΠΕΚΤΑΣΕΙΣ ............................ 99 
Αναθεωρημένη μέθοδος simplex.   Αλγόριθμος του Karmarkar.   Περίληψη της επαναληπτι-

κής διαδικασίας του Karmarkar.   Μετατροπή ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματι-

σμού στην ειδική μορφή Karmarkar. 

 

 

7 



Κεφάλαιο  6 ΑΚΕΡΑΙΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ: 
ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΔΙΑΚΛΑΔΩΣΗΣ ΚΑΙ ΦΡΑΓΜΟΥ.................................... 141 
Πρώτη προσέγγιση.   Διακλάδωση.   Φραγμός.   Υπολογιστικά ζητήματα. 

Κεφάλαιο  7 ΑΚΕΡΑΙΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ: ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ ΑΠΟΚΟΠΗΣ ..... 151 
Ο αλγόριθμος Gomory.   Υπολογιστικά ζητήματα. 

Κεφάλαιο  8 ΑΚΕΡΑΙΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ:   
Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΤΩΝ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ ΜΕΤΑΦΟΡΑΣ ...................... 159 
Κανονική μορφή.   Ο αλγόριθμος μεταφοράς.   Η αρχική βασική λύση.   Έλεγχος  

βελτιστότητας.   Βελτίωση της λύσης.   Εκφυλισμός. 

Κεφάλαιο  9 ΑΚΕΡΑΙΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ:   
ΜΟΝΤΕΛΑ ΧΡΟΝΟΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΥ ............................................. 175 
Προβλήματα παραγωγής.   Προβλήματα μεταφόρτωσης.   Προβλήματα αντιστοίχισης.       

Το πρόβλημα του περιοδεύοντος πωλητή. 

Κεφάλαιο  10 ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ:   
ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΜΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ.............................................. 190 
Το πρόβλημα.   Τοπικά και ολικά βέλτιστα.   Συμπεράσματα από το διαφορικό λογισμό.  

Τεχνικές σειριακής αναζήτησης.   Αναζήτηση διαστήματος τριών σημείων.   Αναζήτηση  

Fibonacci.   Αναζήτηση «χρυσής τομής».   Κυρτές συναρτήσεις. 

Κεφάλαιο  11 ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ:  
BΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΠΟΛΛΩΝ  
ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ ΧΩΡΙΣ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ ................................................. 205 
Τοπικά και ολικά μέγιστα.   Διάνυσμα κλίσης και μήτρα Hess.   Συμπεράσματα από το δια-

φορικό λογισμό.   Η μέθοδος της μέγιστης ανόδου.   Μέθοδος Newton-Raphson.   Η μέθο-

δος Fletcher-Powell.   Αναζήτηση βάσει του πρότυπου των Hooke-Jeeves.   Τροποποιημένη 

αναζήτηση βάσει προτύπου.   Επιλογή αρχικής προσέγγισης.   Κοίλες συναρτήσεις. 

Κεφάλαιο  12 ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ: ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ 
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΠΟΛΛΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ ΜΕ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ..... 224 
Κανονικές μορφές.   Πολλαπλασιαστές Lagrange.   Μέθοδος Newton-Raphson.    

Συναρτήσεις ποινής.   Συνθήκες Kuhn-Tucker.   Μέθοδος των εφικτών κατευθύνσεων. 

Κεφάλαιο  13 ΑΝΑΛΥΣΗ ΔΙΚΤΥΩΝ ..................................................................................... 243 
Δίκτυα.   Προβλήματα ελάχιστης κάλυψης.   Προβλήματα συντομότερης διαδρομής.       

Προβλήματα μέγιστης ροής.   Εύρεση διαδρομής θετικής ροής. 

 

8 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ  



Κεφάλαιο  14 ΣΧΕΔΙΑΣΜΟΣ ΕΡΓΩΝ ΜΕ ΧΡΗΣΗ PERT/CPM....................................... 259 
PERT/CPM.   Δόμηση του διαγράμματος δικτύου (διαγράμματος με βέλη).   Υπολογισμοί 

για την κρίσιμη διαδρομή με τη μέθοδο CPM.   Υπολογισμοί για την κρίσιμη διαδρομή με 

τη μέθοδο PERT.   Αντιπαραβολή χρόνου και κόστους έργου. 

Κεφάλαιο  15 ΥΠΟΔΕΙΓΜΑΤΑ ΟΡΓΑΝΩΣΗΣ ΑΠΟΘΗΚΗΣ ........................................... 286 
Απόθεμα.   Μοντέλα σταθερών ποσοτήτων παραγγελιών.   Μοντέλα σταθερών περιόδων 

παραγγελιών.   Υποδείγματα μίας περιόδου. 

Κεφάλαιο  16 ΠΡΟΒΛΕΨΗ ...................................................................................................... 308 
Πρόβλεψη.   Μέθοδοι παλινδρόμησης.   Απλή γραμμική παλινδρόμηση.   Συντελεστές συ-

σχέτισης και προσδιορισμού.   Τυπικό σφάλμα εκτίμησης.   Ειδική περίπτωση: λογαριθμικά 

(εκθετικά) μοντέλα.   Πολλαπλή παλινδρόμηση.   Μέθοδοι εξομάλυνσης.   Μέθοδος κινητού 

μέσου όρου.   Μέθοδος σταθμισμένου κινητού μέσου όρου.   Εκθετική εξομάλυνση.    

Εκθετική εξομάλυνση με τάση (εκθετική εξομάλυνση προσαρμοσμένη ως προς την τάση).    

Ακρίβεια πρόβλεψης.   Πρόβλεψη χρονοσειρών με πολλαπλασιαστικό μοντέλο. 

Κεφάλαιο  17 ΘΕΩΡΙΑ ΠΑΙΓΝΙΩΝ........................................................................................ 339 
Παίγνια.   Στρατηγικές.   Ευσταθή παίγνια.   Ασταθή παίγνια.   Λύση με γραμμικό προγραμ-

ματισμό.   Κυριαρχία. 

Κεφάλαιο  18 ΘΕΩΡΙΑ ΛΗΨΗΣ ΑΠΟΦΑΣΕΩΝ.................................................................. 353 
Διαδικασίες λήψης αποφάσεων.   Απλοϊκά κριτήρια αποφάσεων.   Κριτήριο a priori.     

Κριτήριο a posteriori.   Δένδρα αποφάσεων.   Χρησιμότητα.   Λοταρίες.   Χρησιμότητες von 

Neumann. 

Κεφάλαιο  19 ΔΥΝΑΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ........................................................ 371 
Πολυσταδιακές διαδικασίες αποφάσεων.   Ένα μαθηματικό πρόγραμμα.   Δυναμικός προ-

γραμματισμός.   Δυναμικός προγραμματισμός με ανάγωγη των μελλοντικών χρηματικών 

ποσών στις παρούσες άξιες.   Στοχαστικές πολυσταδιακές διαδικασίες αποφάσεων.  Πίνακες 

πολιτικής. 

Κεφάλαιο  20 ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΕΣ ΑΛΥΣΙΔΕΣ MARKOV.................................................. 398 
Διαδικασίες Markov.   Δυνάμεις των στοχαστικών μητρών.   Εργοδικές μήτρες.    

Κανονικές μήτρες. 

Κεφάλαιο  21 ΜΑΡΚΟΒΙΑΝΕΣ ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΕΣ ΓΕΝΝΗΣΕΩΝ-ΘΑΝΑΤΩΝ................... 409 
Διαδικασίες ανάπτυξης πληθυσμού.   Γενικευμένες μαρκοβιανές διαδικασίες γεννήσεων-

θανάτων.   Γραμμικές μαρκοβιανές διαδικασίες γεννήσεων.   Γραμμικές μαρκοβιανές  

διαδικασίες θανάτων.   Γραμμικές μαρκοβιανές διαδικασίες γεννήσεων – θανάτων. 

Διαδικασίες γεννήσεων Poisson.   Διαδικασίες θανάτων Poisson.   Διαδικασίες γεννήσεων-

θανάτων Poisson. 

 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 9 



Κεφάλαιο  22 ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΟΥΡΩΝ ΑΝΑΜΟΝΗΣ .......................................................... 421 
Εισαγωγή.   Χαρακτηριστικά ουράς αναμονής.   Πρότυπα αφίξεων.   Πρότυπα εξυπηρέτη-

σης.   Χωρητικότητα συστήματος.   Πειθαρχία ουράς αναμονής.   Σημειολογία Kendall. 

Κεφάλαιο  23 ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ M/M/1 ...................................................................................... 429 
Χαρακτηριστικά συστήματος.   Το μαρκοβιανό υπόδειγμα.   Λύσεις σταθερής  

κατάστασης.   Μέτρα αποτελεσματικότητας. 

Κεφάλαιο  24 ΑΛΛΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΜΕ ΕΙΣΟΔΟ ΤΥΠΟΥ POISSON ΚΑΙ   
ΧΡΟΝΟΥΣ ΕΞΥΠΗΡΕΤΗΣΗΣ ΕΚΘΕΤΙΚΟΥ ΤΥΠΟΥ ............................. 440 
Διαδικασίες που εξαρτώνται από την κατάσταση.   Οι μαθηματικοί τύποι του Little.  

Ματαίωση και υπαναχώρηση.   Συστήματα Μ/Μ/s.   Συστήματα Μ/Μ/1/K.   Συστήματα 

Μ/Μ/s/K. 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΤΩΝ ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΩΝ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ...................................... 457 
 

ΕΥΡΕΤΗΡΙΟ ............................................................................................................................. 495 

10 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ  



 

Κεφάλαιο 10 

Μη γραμμικός προγραμματισμός:  
Βελτιστοποίηση μίας μεταβλητής 

ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

 Ένα μη γραμμικό πρόβλημα μίας μεταβλητής χωρίς περιορισμούς έχει τη μορφή 

 βελτιστοποίηση: ( )z f x=  (10.1) 

όπου ( )f x  είναι μια (μη γραμμική) συνάρτηση με μοναδική μεταβλητή τη x, και η αναζήτηση του βέλτιστου (μεγί-

στου ή ελαχίστου) πραγματοποιείται στο άπειρο διάστημα ( ,  )−∞ ∞ . Αν η αναζήτηση περιορίζεται σε ένα πεπερασμέ-

νο υποδιάστημα [ ,  ]a b , τότε το πρόβλημα γίνεται 

 βελτιστοποίηση: ( )z f x=  (10.2) 

 με περιορισμό: a x b≤ ≤  

το οποίο είναι ένα πρόγραμμα μίας μεταβλητής με περιορισμούς. 

ΤΟΠΙΚΑ ΚΑΙ ΟΛΙΚΑ ΒΕΛΤΙΣΤΑ 

 Μια αντικειμενική συνάρτηση ( )f x  έχει ένα τοπικό (local) ή σχετικό (relative) ελάχιστο (minimum) στο σημείο 

0
x  αν υπάρχει ένα (μικρό) διάστημα με κέντρο το 

0
x  τέτοιο ώστε 

0
( ) ( )f x f x≥  για κάθε x για το οποίο ορίζεται η 

συνάρτηση σε αυτό το διάστημα. Αν 
0

( ) ( )f x f x≥  για κάθε x για το οποίο ορίζεται η συνάρτηση, τότε το ελάχιστο 

στο σημείο 
0
x  είναι (εκτός από τοπικό) ολικό (global) ή απόλυτο (absolute) ελάχιστο. Τα τοπικά και ολικά μέγιστα 

ορίζονται με παρόμοιο τρόπο, με βάση αναφοράς την αντίστροφη ανισότητα. 

Παράδειγμα 10.1   Η συνάρτηση, της οποίας η γραφική παράσταση φαίνεται στην Εικόνα 10-1, ορίζεται μόνο στο 

διάστημα [ ,  ]a b . Έχει σχετικά ελάχιστα στα σημεία a, 
2
x , και 

4
x

. σχετικά μέγιστα στα σημεία 
1
x , 

3
x , και b. ένα ολι-

κό μέγιστο στο σημείο 
2
x  και ολικά μέγιστα στα σημεία 

1
x  και b. 

 Στο πρόγραμμα (10.1) αναζητούμε ένα ολικό βέλτιστο. Tο ίδιο βέλτιστο αναζητούμε και στο πρόγραμμα (10.2), 

στο βαθμό που αυτό φαίνεται να είναι το καλύτερο από τα τοπικά βέλτιστα στο διάστημα [ ,  ]a b . Είναι πιθανόν η α-

ντικειμενική συνάρτηση να παίρνει ακόμα καλύτερες τιμές εκτός του διαστήματος [ ,  ]a b , ωστόσο αυτές δεν μας εν-

διαφέρουν. 
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Εικόνα 10-1 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΑΠΟ ΤΟ ΔΙΑΦΟΡΙΚΟ ΛΟΓΙΣΜΟ 

Θεώρημα 10.1: Αν η συνάρτηση ( )f x  είναι συνεχής στο κλειστό και φραγμένο διάστημα [ ,  ]a b , τότε η ( )f x  έχει 

ολικά βέλτιστα (μέγιστο και ελάχιστο) σε αυτό το διάστημα. 

Θεώρημα 10.2: Αν η συνάρτηση ( )f x  έχει ένα τοπικό βέλτιστο στο σημείο 
0
x  και αν η ( )f x  είναι παραγωγίσιμη 

σε ένα μικρό διάστημα με κέντρο το 
0
x , τότε 

0
( ) 0f x′ = . 

Θεώρημα 10.3: Αν η συνάρτηση ( )f x  είναι παραγωγίσιμη δύο φορές σε ένα μικρό διάστημα με κέντρο το 
0
x , και 

αν 
0

( ) 0f x′ =  και 
0

( ) 0f x′′ > , τότε η ( )f x  έχει ένα τοπικό ελάχιστο στο σημείο 
0
x . Αντίθετα, αν 

0
( ) 0f x′ =  και 

0
( ) 0f x′′ < , τότε η συνάρτηση ( )f x  έχει ένα τοπικό ελάχιστο στο σημείο 

0
x . 

Από τα δύο πρώτα θεωρήματα συνεπάγεται ότι αν η συνάρτηση ( )f x  είναι συνεχής στο διάστημα [ ,  ]a b , τότε τα 

τοπικά και ολικά βέλτιστα του προγράμματος (10.2) εμφανίζονται είτε σε σημεία όπου δεν ορίζεται η παράγωγος 

( )f x′ , είτε σε σημεία στα οποία ( ) 0f x′ =  (αυτά τα σημεία γενικά ονομάζονται στάσιμα (stationary) ή κρίσιμα 

(critical) σημεία), είτε στα ακραία σημεία x a=  και x b= . (Δείτε τα Προβλήματα 10.1 έως 10.3.) 

 Αφού το πρόγραμμα (10.1) δεν περιορίζεται σε κλειστό και φραγμένο διάστημα, δεν υπάρχουν ακραία σημεία τα 

οποία μπορούμε να εξετάσουμε. Αντ’ αυτού, συγκρίνουμε τις τιμές της αντικειμενικής συνάρτησης στα στάσιμα ση-

μεία και στα σημεία όπου δεν ορίζεται η παράγωγος ( )f x′  με τις οριακές τιμές της συνάρτησης ( )f x  καθώς 

x→±∞ . Μπορεί κανένα από τα δύο όρια να μην υπάρχει (σκεφτείτε την περίπτωση της συνάρτησης ( ) sinf x x= ). 

Αν όμως υπάρχει κάποιο από τα δύο όρια – σε αυτή την περίπτωση αποδεχόμαστε το ±∞  ως «όριο» – το οποίο απο-

δίδει την καλύτερη τιμή της συνάρτησης ( )f x ,  δηλαδή τη μεγαλύτερη τιμή για ένα πρόγραμμα μεγιστοποίησης ή τη 

μικρότερη τιμή για ένα πρόβλημα ελαχιστοποίησης, τότε η συνάρτηση ( )f x  δεν έχει ολικό βέλτιστο. Αν η καλύτερη 

τιμή εμφανίζεται σε ένα από τα πεπερασμένα σημεία, τότε αυτή η τιμή είναι το ολικό βέλτιστο . (Δείτε το Πρόβλημα 

10.4.) 

ΤΕΧΝΙΚΕΣ ΣΕΙΡΙΑΚΗΣ ΑΝΑΖΗΤΗΣΗΣ 

 Στην πράξη, σπάνια ο εντοπισμός βέλτιστων σημείων με το διαφορικό λογισμό είναι αποτελεσματικός: είτε δεν 

γνωρίζουμε την αναλυτική έκφραση της αντικειμενικής συνάρτησης, και άρα είναι αδύνατον να παραγωγίσουμε, είτε 

δεν μπορούμε να βρούμε τα στάσιμα σημεία με αλγεβρικό τρόπο. (Δείτε το Πρόβλημα 10.5.) Σε αυτές τις περιπτώ-

σεις, προσεγγίζουμε τη θέση (μερικών) τοπικών βέλτιστων χρησιμοποιώντας αριθμητικές μεθόδους, με ακρίβεια που 

ικανοποιεί μια αποδεκτή ανοχή. 

 Στις τεχνικές σειριακής αναζήτησης (sequential-search techniques) ξεκινάμε με ένα πεπερασμένο διάστημα μέσα 

στο οποίο θεωρούμε ότι η αντικειμενική συνάρτηση είναι μονότροπη (unimodal), το οποίο σημαίνει ότι περιέχει στο 

διάστημα αυτό ένα μόνο ακρότατο. Δηλαδή, θεωρούμε ότι το διάστημα περιέχει ένα και μόνο ένα σημείο στο οποίο η 

συνάρτηση ( )f x  έχει ένα τοπικό μέγιστο ή ελάχιστο. Στη συνέχεια, με αυτές τις τεχνικές, συρρικνώνουμε συστημα-
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τικά το διάστημα γύρω από το τοπικό βέλτιστο μέχρι να το περιορίσουμε μέσα στα αποδεκτά όρια. για να επιτύχουμε 

αυτή τη συρρίκνωση, υπολογίζουμε την αντικειμενική συνάρτηση σε επιλεγμένα σημεία με τη σειρά και μετά χρησι-

μοποιούμε την ιδιότητα της ύπαρξης ενός και μοναδικού ακροτάτου για να απαλείψουμε τμήματα του τρέχοντος δια-

στήματος. 

Παράδειγμα 10.2   Στην Εικόνα 10-2 φαίνονται οι τιμές της αντικειμενικής συνάρτησης στα σημεία 
1
x  και 

2
x . Αν 

γνωρίζουμε ότι υπάρχει ένα τοπικό ελάχιστο το οποίο είναι το μοναδικό ακρότατο του διαστήματος [ ,  ]a b , τότε αυτό 

το ελάχιστο πρέπει να βρίσκεται αριστερά από το 
2
x . Αυτό συμβαίνει επειδή σε αυτό το σημείο η συνάρτηση ( )f x  

έχει ήδη αρχίσει να αυξάνεται και, σύμφωνα με την ιδιότητα της ύπαρξης ενός και μοναδικού ακροτάτου, πρέπει να 

συνεχίσει να αυξάνεται και δεξιά από αυτό. Επομένως, μπορούμε να απορρίψουμε το υποδιάστημα 
2

( ,  ]x b . 

 

 Εικόνα 10-2 Εικόνα 10-3 

Αν υπάρχει ένα τοπικό μέγιστο το οποίο είναι το μοναδικό ακρότατο του διαστήματος του διαστήματος [ ,  ]a b , τό-

τε αυτό πρέπει να βρίσκεται δεξιά από το 
1
x , και έτσι μπορούμε να απορρίψουμε το υποδιάστημα 

1
[ , )a x . 

 Στις τρεις ενότητες που ακολουθούν εξετάζουμε συγκεκριμένες σειριακές αναζητήσεις. 

ΑΝΑΖΗΤΗΣΗ ΔΙΑΣΤΗΜΑΤΟΣ ΤΡΙΩΝ ΣΗΜΕΙΩΝ 

 Διαιρούμε το διάστημα που θέλουμε να εξετάσουμε σε τέσσερα τμήματα και υπολογίζουμε την τιμή της αντικει-

μενικής συνάρτησης στα τρία εσωτερικά σημεία που ισαπέχουν μεταξύ τους. Προσδιορίζουμε το εσωτερικό σημείο 

που δίνει την καλύτερη τιμή για την αντικειμενική συνάρτηση (σε περίπτωση ισότητας επιλέγουμε αυθαίρετα ένα ση-

μείο) και αντικαθιστούμε το τρέχον διάστημα με το υποδιάστημα που έχει κέντρο αυτό το σημείο και αποτελείται από 

δύο τέταρτα του τρέχοντος διαστήματος. Υπάρχουν 10 πιθανά μοτίβα δειγματοληψίας – αν ληφθούν υπόψη και οι 

ισότητες. Ένα από αυτά φαίνεται στην Εικόνα 10-3. (Δείτε τα Προβλήματα 10-6 και 10.7.) 

 Η αναζήτηση διαστήματος τριών σημείων είναι η πιο αποδοτική διαδικασία αναζήτησης διαστήματος σημείων που 

ισαπέχουν (equally spaced) όσον αφορά την επίτευξη μιας προκαθορισμένης ανοχής με τον ελάχιστο αριθμό υπολογι-

σμών τιμών της συνάρτησης. Είναι ακόμη μία από τις σειριακές αναζητήσεις οι οποίες μπορούν να υλοποιηθούν εύ-

κολα σε κώδικα ηλεκτρονικού υπολογιστή. 

ΑΝΑΖΗΤΗΣΗ FIBONACCI 

 Η ακολουθία Fibonacci (Fibonacci sequence) { } {1,  1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  34,  55, }
n

F = …  αποτελεί τη βάση της πιο 

αποδοτικής μεθόδου σειριακής αναζήτησης. Κάθε αριθμός της ακολουθίας προκύπτει με την προσθήκη των δύο προ-

ηγούμενων αριθμών. εξαιρέσεις αποτελούν οι δύο πρώτοι αριθμοί, οι 
0
F  και 

1
F , οι οποίοι είναι και οι δύο ίσοι με 1. 

 Στην αναζήτηση Fibonacci ξεκινάμε με τον προσδιορισμό του μικρότερου αριθμού Fibonacci ο οποίος ικανοποιεί 

τη συνθήκη 
N

F b a≥ −ε , όπου ε  είναι μια προκαθορισμένη ανοχή και [ ,  ]a b  είναι το αρχικό διάστημα που μας εν-

διαφέρει. Ορίζουμε ( )
N

b a F′ −ε ≡ . Τα δύο πρώτα σημεία της αναζήτησης βρίσκονται σε απόσταση 
1N

F
−

′ε  μονάδων 

192 ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ: ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΜΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ [ΚΕΦ. 10 



από τα ακραία σημεία του διαστήματος [ ,  ]a b , όπου 
1N

F
−

 είναι ο αριθμός Fibonacci που προηγείται του 
N

F . Κατά 

την αναζήτηση εξετάζουμε ένα-ένα τα διαδοχικά σημεία τα οποία βρίσκονται σε απόσταση 
j
F ′ε  

( 2,  3, ,  2)j N N= − − …  μονάδων από το πιο πρόσφατο ακραίο σημείο του τρέχοντος διαστήματος. (Δείτε το Πρό-

βλημα 10.8.) Να σημειωθεί ότι η διαδικασία Fibonacci μας επιτρέπει να προκαθορίσουμε το πλήθος των υπολογισμών 

τιμών της συνάρτησης που απαιτούνται για να επιτευχθεί μια συγκεκριμένη ακρίβεια. επίσης, ο αριθμός αυτός είναι 

ανεξάρτητος της εκάστοτε μονότροπης συνάρτησης. 

ΑΝΑΖΗΤΗΣΗ «ΧΡΥΣΗΣ ΤΟΜΗΣ» 

 Μια αναζήτηση η οποία είναι σχεδόν το ίδιο αποδοτική με την αναζήτηση Fibonacci είναι και αυτή που βασίζεται 

στον αριθμό ( 5 1) 2 0,6180− = ⋯ , ο οποίος είναι γνωστός ως ο λόγος της χρυσής τομής (golden mean). Τα δύο πρώ-

τα σημεία της αναζήτησης βρίσκονται σε απόσταση (0,6180)( )b a−  μονάδων από τα ακραία σημεία του αρχικού δι-

αστήματος [ ,  ]a b . Κατά την αναζήτηση εξετάζουμε ένα-ένα τα διαδοχικά σημεία τα οποία βρίσκονται σε απόσταση 

0,6180
i
L  μονάδων από το πιο πρόσφατο ακραίο σημείο του τρέχοντος διαστήματος, όπου το 

i
L  συμβολίζει το μήκος 

αυτού του διαστήματος. (Δείτε το Πρόβλημα 10.9.) 

ΚΥΡΤΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

 Είναι σίγουρο ότι οι διαδικασίες αναζήτησης προσεγγίζουν τα ολικά βέλτιστα μέσα σε ένα διάστημα αναζήτησης 

μόνο όταν η αντικειμενική συνάρτηση έχει ένα μόνο ακρότατο σε αυτό το διάστημα (δηλαδή είναι μονότροπη). Στην 

πράξη, συνήθως δεν γνωρίζουμε αν μια συγκεκριμένη συνάρτηση έχει ένα μόνο ακρότατο σε ένα συγκεκριμένο διά-

στημα. Όταν εφαρμόζουμε μια διαδικασία αναζήτησης σε μια τέτοια περίπτωση, δεν είναι βέβαιο ότι η διαδικασία θα 

αποκαλύψει το επιθυμητό ολικό βέλτιστο. (Δείτε το Πρόβλημα 10.11.) Στις εξαιρέσεις ανήκουν τα προγράμματα με 

κυρτές ή κοίλες αντικειμενικές συναρτήσεις. 

 Μια συνάρτηση ( )f x  είναι κυρτή (convex) σε ένα διάστημα G  (πεπερασμένο ή άπειρο) αν για οποιαδήποτε δύο 

σημεία 
1
x  και 

2
x  του G και για κάθε 0 1α≤ ≤ , ισχύει ότι 

 
1 2 1 2

( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f x x f x f xα α α α+ − ≤ + −  (10.3) 

Αν η ανισότητα της συνθήκης (10.3) ισχύει με αντίστροφη φορά, τότε η συνάρτηση ( )f x  είναι κοίλη (concave). Άρα, 

το αντίθετο μιας κυρτής συνάρτησης είναι κοίλη συνάρτηση, και το αντίστροφο. Στην Εικόνα 10-4 φαίνεται η γραφι-

κή παράσταση μιας κυρτής συνάρτησης. μια γεωμετρική ιδιότητα που τη χαρακτηρίζει είναι ότι η καμπύλη βρίσκεται 

πάνω σε ή πάνω από οποιαδήποτε από τις εφαπτόμενές της. Οι κυρτές και κοίλες συναρτήσεις είναι μονότροπες συ-

ναρτήσεις (ενός ακροτάτου). 

 

Εικόνα 10-4 
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Θεώρημα 10.4 Αν η συνάρτηση ( )f x  είναι παραγωγίσιμη δύο φορές στο διάστημα G, τότε η ( )f x  είναι κυρτή 

στο G αν και μόνον αν ( ) 0f x′′ ≥  για κάθε x που ανήκει στο διάστημα G. Η συνάρτηση είναι κοίλη 

στο G αν και μόνον αν ( ) 0f x′′ ≤  για κάθε x που ανήκει στο διάστημα G. 

Θεώρημα 10.5 Αν η συνάρτηση ( )f x  είναι κυρτή στο διάστημα G, τότε οποιοδήποτε τοπικό ελάχιστο στο G είναι 

ολικό ελάχιστο στο G. Αν η συνάρτηση ( )f x  είναι κοίλη στο διάστημα G, τότε οποιοδήποτε τοπι-

κό μέγιστο στο G είναι ολικό μέγιστο στο G. 

 Αν η ανισότητα της συνθήκης (10.3) είναι ισχυρή (ισχύει χωρίς την ισότητα) εκτός όταν 0α =  και 1a = , τότε η 

συνάρτηση είναι αυστηρά κυρτή (strictly convex). Μια τέτοια συνάρτηση έχει μια αυστηρά θετική δεύτερη παράγωγο, 

ενώ οποιοδήποτε τοπικό (και επομένως ολικό) ελάχιστο είναι μοναδικό. Παρόμοια συμπεράσματα ισχύουν και για τις 

αυστηρά κοίλες (strictly concave) συναρτήσεις. 

Λυμένα προβλήματα 

10.1 Μεγιστοποιήστε τη συνάρτηση: (5 )z x xπ= −  στο διάστημα [0,  20] . 

Λύση:  Εδώ η συνάρτηση ( ) (5 )f x x xπ= −  είναι συνεχής, και η πρώτη παράγωγος ισούται με ( ) 5 2f x xπ′ = − . 

Αφού η παράγωγος ορίζεται παντού, το ολικό μέγιστο στο διάστημα [0,  20]  εμφανίζεται είτε στο ακραίο ση-

μείο 0x =  ή 20x = , είτε σε ένα στάσιμο σημείο, όπου ( ) 0f x′ = . Διαπιστώνουμε ότι το 5 2x π=  είναι το μο-

ναδικό στάσιμο σημείο του διαστήματος [0,  20] . Αν υπολογίσουμε την αντικειμενική συνάρτηση σε καθένα 

από αυτά τα σημεία, θα πάρουμε τον πίνακα 

0 5 2 20

( ) 0 61,69 85,84

x

f x

π

−

 

από όπου συμπεραίνουμε ότι * 5 2x π= , με * 61,69z = . 

10.2 Μεγιστοποιήστε τη συνάρτηση: 2
8z x= −  στο διάστημα [ 4,  4]− . 

Λύση:  Εδώ η συνάρτηση 









≤−

≤≤−−

−≤−

=−=

xx

xx

xx

xxf

88

888

88

8)(
2

2

2

2  

είναι συνεχής, με 









<

<<−−

−<

=′

xx

xx

xx

xf

82

882

82

)(  

Η παράγωγος δεν ορίζεται στο σημείο 8±=x , ενώ είναι μηδέν στο σημείο 0=x . Και τα τρία σημεία ανή-

κουν στο διάστημα ]4 ,4[− . Αν υπολογίσουμε την αντικειμενική συνάρτηση σε καθένα από αυτά τα σημεία, 

καθώς και στα ακραία σημεία 4±=x , θα πάρουμε τον πίνακα 

80808)(

48084

xf

x −−

 

απ’ όπου συμπεραίνουμε ότι το ολικό μέγιστο στο διάστημα ]4 ,4[−  είναι το * 8z = , το οποίο εμφανίζεται στα 

τρία σημεία * 4x = ±  και * 0x = . 
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10.3 Ελαχιστοποιήστε τη συνάρτηση: )(xfz =  στο διάστημα ]1 ,0[ , όπου 





≤<

=
=

10

01
)(

xx

x
xf  

Λύση:  Το Θεώρημα 10.1 δεν ισχύει αν η συνάρτηση είναι ασυνεχής στο διάστημα που μας ενδιαφέρει, όπως 

συμβαίνει εδώ. Στην πραγματικότητα, σε αυτό το πρόβλημα δεν υπάρχουν τοπικά ή ολικά ελάχιστα επειδή η 

συνάρτηση παίρνει τυχαίες μικρές θετικές τιμές, όχι όμως την τιμή μηδέν. 

10.4 Μεγιστοποιήστε τη συνάρτηση: 
2
x

xez
−

= . 

Λύση:  Εδώ η παράγωγος 

)21(2)( 22
222

xeexexf xxx

−=−=′
−−−  

ορίζεται για κάθε x και μηδενίζεται μόνο για 21±=x . Αφού δεν περιορίζεται η τιμή του x, πρέπει να συ-

γκρίνουμε τις τιμές της αντικειμενικής συνάρτησης στα στάσιμα σημεία 

429,0
2

1
)21( 21

±=±=±
−ef  

με τις οριακές τιμές της συνάρτησης )(xf  καθώς ±∞→x , οι οποίες σε αυτή την περίπτωση είναι και οι δύο 

0. Με την καταγραφή αυτών των αποτελεσμάτων, 

0429,0429,00)(

2121

−

∞→−−∞→

xf

xxx
 

διαπιστώνουμε ότι υπάρχει ένα ολικό μέγιστο στο σημείο * 1 2x =  και είναι το * 0,429z = . 

10.5 Ελαχιστοποιήστε τη συνάρτηση: xxz 4sin=  στο διάστημα ]3 ,0[ . 

Λύση:  Εδώ η παράγωγος είναι xxxxf 4cos44sin)( +=′  και ορίζεται παντού. Η εξίσωση των στάσιμων ση-

μείων, 

04cos44sin =+ xxx  

δεν είναι δυνατόν να λυθεί με αλγεβρικό τρόπο, επομένως δεν μπορούμε να προσδιορίσουμε με ακρίβεια τα 

στάσιμα σημεία στο διάστημα ]3 ,0[ . Ωστόσο, στην περίπτωση απλών συναρτήσεων όπως αυτή, μπορούμε να 

ανακαλύψουμε πολλά πράγματα από μια πρόχειρη γραφική παράσταση (Εικόνα 10-5). Διαπιστώνουμε ότι τα 

στάσιμα σημεία εναλλάσσονται με τις ρίζες της συνάρτησης )(xf  (θεώρημα του Rolle), οι οποίες είναι οι ρί-

ζες της συνάρτησης x4sin . Λαμβάνουμε το ολικό ελάχιστο της συνάρτησης )(xf  για το διάστημα ]3 ,0[  στο 

υποδιάστημα ]3 ,87[ π , δηλαδή 

375,2
*
≤≤ x  

επειδή αυτή είναι η περιοχή στην οποία οι αρνητικές τιμές της συνάρτησης x4sin  πολλαπλασιάζονται με τις 

μεγαλύτερες θετικές τιμές του x. Αν κάνουμε τους υπολογισμούς 

61,112sin3)3(

75,2)1(
8

7
)87(

−==

−=−=

f

f
π

π

 

θα συμπεράνουμε ότι το ολικό ελάχιστο λαμβάνεται στο δεύτερο τοπικό ελάχιστο της συνάρτησης )(xf , αυτό 

που βρίσκεται κοντά στο σημείο 87π=x , και όχι στο ακραίο σημείο 3=x . 
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Εικόνα 10-5 

10.6 Χρησιμοποιήστε την αναζήτηση διαστήματος τριών σημείων για να προσεγγίσετε τη θέση του ολικού ελάχι-

στου της συνάρτησης xxxf 4sin)( =  στο διάστημα ]3 ,0[  με ακρίβεια που ικανοποιεί την ανοχή 0,01=ε . 

Λύση:  Ως αποτέλεσμα της ανάλυσης που πραγματοποιήσαμε στο Πρόβλημα 10.5 με τη βοήθεια γραφήματος, 

περιορίζουμε την προσοχή μας στο υποδιάστημα ]3 ,87[ π . Το ολικό ελάχιστο εμφανίζεται σε αυτό το υπο-

διάστημα και σε αυτό η συνάρτηση έχει μόνο ένα ακρότατο. 

Πρώτη επανάληψη: Διαιρούμε το διάστημα ]3 ,87[ π  σε τέταρτα, παίρνουμε τα τρία εσωτερικά σημεία 

8117,2
1
=x , 8744,2

2
=x , και 9372,2

3
=x , και υπολογίζουμε 

1 1 1

2 2 1

3 3 3

( ) sin 4 2,8117sin 4(2,8117) 2,7234

( ) sin 4 2,8744sin 4(2,8744) 2,5197

( ) sin 4 2,9372sin 4(2,9372) 2,1416

f x x x

f x x x

f x x x

= = = −

= = = −

= = = −

 

Εδώ, το εσωτερικό σημείο που δίνει τη μικρότερη τιμή της συνάρτησης )(xf  είναι το 
1
x . Άρα το νέο διάστη-

μα που μας ενδιαφέρει είναι το υποδιάστημα με κέντρο το 
1
x , δηλαδή το ],87442 ,87[ π . 

Δεύτερη επανάληψη: Διαιρούμε το διάστημα ],87442 ,87[ π  σε τέταρτα, παίρνουμε τα τρία εσωτερικά σημεία 

7803,2
4
=x , 8117,2

1
=x , και 8430,2

5
=x  του νέου διαστήματος. Συνεπώς 

4 4 4

1

5 5 5

( ) sin 4 2,7803sin 4(2,7803) 2,7584

( ) 2,7234 (όπως προηγουμένως)

( ) sin 4 2,8430sin 4(2,8430) 2,6439

f x x x

f x

f x x x

= = = −

= −

= = = −

 

Από αυτά τα εσωτερικά σημεία, το 
4
x  είναι αυτό που δίνει τη μικρότερη τιμή της συνάρτησης )(xf . Επομέ-

νως το νέο διάστημα που μας ενδιαφέρει είναι το υποδιάστημα με κέντρο αυτό το σημείο, δηλαδή το 

],81172 ,87[ π . 

Τρίτη επανάληψη: Διαιρούμε το διάστημα ],81172 ,87[ π  σε τέταρτα, παίρνουμε τα τρία εσωτερικά σημεία 

7646,2
6
=x , 7803,2

4
=x , και 7960,2

7
=x . Τότε 

6 6 6

4

7 7 7

( ) sin 4 2,7646sin 4(2,7646) 2,7591

( ) 2,7584 (όπως προηγουμένως)

( ) sin 4 2,7960sin 4(2,7960) 2,7465

f x x x

f x

f x x x

= = = −

= −

= = = −

 

Εδώ, το σημείο που δίνει τη μικρότερη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης είναι το 
6
x . Επομένως το νέο διά-

στημα που μας ενδιαφέρει είναι το υποδιάστημα με κέντρο αυτό το σημείο, δηλαδή το ],78032 ,87[ π . 
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Τέταρτη επανάληψη: Διαιρούμε το διάστημα ],78032 ,87[ π  σε τέταρτα, παίρνουμε τα τρία νέα εσωτερικά 

σημεία 
8

2 7567x ,= , 
6

2 7646x ,= , και 
9

2 7724x ,= . Τώρα 

8 8 8

6

9 9 9

( ) sin 4 2,7567sin 4(2,7567) 2,7554

( ) 2,7591 (όπως  προηγουμένως)

( ) sin 4 2,7724sin 4(2,7724) 2,7602

f x x x

f x

f x x x

= = = −

= −

= = = −

 

Αφού το εσωτερικό σημείο το οποίο δίνει τη μικρότερη τιμή της συνάρτησης )(xf  είναι το 
9
x , το νέο διάστη-

μα που μας ενδιαφέρει είναι το υποδιάστημα με κέντρο το 
9
x , δηλαδή το ],78032 ,7646,2[ . Ωστόσο, το μέσο 

αυτού του διαστήματος προσεγγίζει με ακρίβεια που ικανοποιεί την προκαθορισμένη ανοχή 0,01ε =  όλα τα 

υπόλοιπα σημεία του διαστήματος. Συνεπώς το αποδεχόμαστε ως θέση του ελάχιστου. 

Δηλαδή, 

*

9
2,7724x x= =  με *

9
( ) 2,7602z f x= = −  

10.7 Χρησιμοποιήστε την αναζήτηση διαστήματος τριών σημείων για να προσεγγίσετε τη θέση του μεγίστου της 

συνάρτησης )5()( xxxf −= π  στο διάστημα ]02 ,0[  με ακρίβεια που ικανοποιεί την ανοχή 1=ε . 

Λύση:  Αφού για τη δεύτερη παράγωγο ισχύει παντού ότι 02)( <−=′′ xf , συνεπάγεται από το Θεώρημα 10.4 

ότι η συνάρτηση )(xf  είναι κοίλη, και συνεπώς έχει ένα μόνο ακρότατο, στο διάστημα ]02 ,0[ . Άρα, είναι βέ-

βαιο ότι η αναζήτηση διαστήματος τριών σημείων θα συγκλίνει στο ολικό μέγιστο. 

Πρώτη επανάληψη: Διαιρούμε το διάστημα ]02 ,0[  σε τέταρτα, παίρνουμε τα τρία εσωτερικά σημεία 5
1
=x , 

10
2
=x , και 15

3
=x . Επομένως 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

( ) (5 ) 5(5 5) 53,54

( ) (5 ) 10(5 10) 57,08

( ) (5 ) 15(5 15) 10,62

f x x x

f x x x

f x x x

π π

π π

π π

= − = − =

= − = − =

= − = − =

 

Αφού το εσωτερικό σημείο το οποίο δίνει τη μεγαλύτερη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης είναι το 
2
x , το 

νέο διάστημα που μας ενδιαφέρει είναι το διάστημα με κέντρο το 
2
x , δηλαδή το ]51 ,5[ . 

Δεύτερη επανάληψη: Διαιρούμε το διάστημα ]51 ,5[  σε τέταρτα, παίρνουμε τα τρία νέα εσωτερικά σημεία 

5,7
4
=x , 10

2
=x , και 5,12

5
=x . Άρα 

4 4 4

2

5 5 5

( ) (5 ) (7,5)(5 7,5) 61,56

( ) 57,08 (όπως  προηγουμένως)

( ) (5 ) (12,5)(5 12,5) 40,10

f x x x

f x

f x x x

π π

π π

= − = − =

=

= − = − =

 

Αφού το εσωτερικό σημείο το οποίο δίνει τη μεγαλύτερη τιμή της συνάρτησης )(xf  είναι το 
4
x , το νέο διά-

στημα που μας ενδιαφέρει είναι το διάστημα με κέντρο το 
4
x , δηλαδή το ]01 ,5[ . 

Τρίτη επανάληψη: Διαιρούμε το διάστημα ]01 ,5[  σε τέταρτα, παίρνουμε τα τρία νέα εσωτερικά σημεία 

25,6
6
=x , 5,7

4
=x , και 75,8

7
=x . Συνεπώς 

6

4

7

( ) (6,25)(5 6,25) 59,11

( ) 61,56 (όπως προηγουμένως)

( ) (8,75)(5 8,75) 60,88

f x

f x

f x

π

π

= − =

=

= − =

 

Αφού το σημείο το οποίο δίνει τη μεγαλύτερη τιμή της συνάρτησης )(xf  είναι το 
4
x , το νέο διάστημα που 

μας ενδιαφέρει είναι το διάστημα με κέντρο το 
4
x , δηλαδή το ],758 ,25,6[ . 

Τέταρτη επανάληψη: Διαιρούμε το διάστημα ]75,8 ,25,6[  σε τέταρτα, παίρνουμε τα τρία νέα εσωτερικά ση-

μεία 875,6
8
=x , 5,7

4
=x , και 125,8

9
=x . Άρα 
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8

4

9

( ) (6,875)(5 6,875) 60,73

( ) 61,56 (όπως προηγουμένως)

( ) (8,125)(5 8,125) 61,61

f x

f x

f x

π

π

= − =

=

= − =

 

Τώρα, το εσωτερικό σημείο που δίνει τη μεγαλύτερη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης είναι το 
9
x , επομέ-

νως το νέο διάστημα που μας ενδιαφέρει είναι το υποδιάστημα με κέντρο το σημείο 
9
x , δηλαδή το ]75,8 ,5,7[ . 

Ωστόσο, το μέσο αυτού του διαστήματος προσεγγίζει όλα τα υπόλοιπα σημεία του διαστήματος με ακρίβεια 

που ικανοποιεί την προκαθορισμένη ανοχή 1=ε . Άρα παίρνουμε 

*

9
8,125x x= =  με *

9
( ) 61,61z f x= =  

10.8 Λύστε ξανά το Πρόβλημα 10.7 χρησιμοποιώντας την αναζήτηση Fibonacci. 

Λύση: 

Αρχικά σημεία: Ο πρώτος αριθμός Fibonacci τέτοιος ώστε 020)1( −≥
N
F  είναι ο 21

7
=F . Ορίζουμε 7=N , 

20 0
0,9524

21
N

b a

F

− −
′ = = =ε  

και έπειτα ορίζουμε τη θέση των δύο πρώτων σημείων της αναζήτησης 

6
13(0,9524) 12,38  μονάδεςF ′ = =ε  

από κάθε ακραίο σημείο. Συνεπώς, τα σημεία είναι 

38,1238,120
1

=+=x           62,738,1220
2

=−=x  

1

2

( ) (12,38)(5 12,38) 41,20

( ) (7,62)(5 7,62) 61,63

f x

f x

π

π

= − =

= − =

 

και αναπαρίστανται στο γράφημα της Εικόνας 10-6(α). Από την ιδιότητα της μονότροπης συνάρτησης (έχει 

μόνο ένα ακρότατο) συμπεραίνουμε ότι το μέγιστο πρέπει να εμφανίζεται αριστερά από το σημείο 12,38 και 

περιορίζουμε το διάστημα που μας ενδιαφέρει στο διάστημα ]38,21 ,0[ . 

Πρώτη επανάληψη: Ο επόμενος μικρότερος αριθμός Fibonacci είναι ο 8
5
=F  (ο τελευταίος αριθμός που χρη-

σιμοποιήσαμε ήταν ο 
6
F )

.
 άρα το επόμενο σημείο της αναζήτησης βρίσκεται σε απόσταση 

5
8(0,9524) 7,619 μονάδωνF ′ = =ε  

αριστερά από το πιο πρόσφατο ακραίο σημείο, 12,38. Επομένως 

12,52)761,45)(761,4()(

761,4619,738,12

3

3

=−=

=−=

πxf

x
 

Αν προσθέσουμε αυτό το σημείο στο τμήμα του διαστήματος που διατηρήσαμε στην Εικόνα 10-6(α), θα προ-

κύψει η Εικόνα 10-6(β), από την οποία μπορούμε να συμπεράνουμε ότι το μέγιστο πρέπει να εμφανίζεται στο 

νέο διάστημα που μας ενδιαφέρει, δηλαδή το ]38,21 ,761,4[ . 

Δεύτερη επανάληψη: Ο επόμενος μικρότερος αριθμός Fibonacci είναι τώρα ο 5
4
=F . Άρα 

4 4

4

4,761 4,761 5(0,9524) 9,523

( ) (9,523)(5 9,523) 58,90

x F

f x π

′= + = + =

= − =

ε

 

Αν προσθέσουμε αυτό το σημείο στο τμήμα του διαστήματος που διατηρήσαμε στην Εικόνα 10-6(β), θα προ-

κύψει η Εικόνα 10-6(γ), από την οποία μπορούμε να συμπεράνουμε ότι το νέο διάστημα που μας ενδιαφέρει εί-

ναι το [4,761,  9,523] . 
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α)  
 κατάργηση 

β)  
 κατάργηση 

γ)  
 κατάργηση 

δ)  
  κατάργηση 

ε)  
  κατάργηση 

Εικόνα 10-6 

Τρίτη επανάληψη: Ο επόμενος μικρότερος αριθμός Fibonacci είναι τώρα ο 3
3
=F . Άρα 

5

5

9,523 3(0,9524) 6,666

( ) (6,666)(5 6,666) 60,27

x

f x π

= − =

= − =

 

Αν προσθέσουμε αυτό το σημείο στο τμήμα του διαστήματος που διατηρήσαμε στην Εικόνα 10-6(γ), θα προ-

κύψει η Εικόνα 10-6(δ). Από την ιδιότητα της ύπαρξης ενός και μοναδικού ακροτάτου έπεται ότι το νέο διά-

στημα που μας ενδιαφέρει είναι το ]523,9 ,666,6[ . 

Τέταρτη επανάληψη: Ο επόμενος μικρότερος αριθμός Fibonacci είναι τώρα ο 2
2
=F . Συνεπώς 

6

6

6,666 2(0,9524) 8,571

( ) (8,571)(5 8,571) 61,17

x

f x π

= + =

= − =
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Αν προσθέσουμε αυτό το σημείο στο τμήμα του διαστήματος που διατηρήσαμε στην Εικόνα 10-6(δ), θα προ-

κύψει η Εικόνα 10-6(ε), απ’ όπου συμπεραίνουμε ότι το νέο διάστημα που μας ενδιαφέρει είναι το 

]571,8 ,666,6[ . Ωστόσο, το μέσο αυτού του διαστήματος προσεγγίζει όλα τα υπόλοιπα σημεία του διαστήματος 

με ακρίβεια που ικανοποιεί την ανοχή 1=ε . Μάλιστα ισχύει ότι 0,9524′ =ε . (Θεωρητικά, το μέσο πρέπει να 

συμπίπτει με το σημείο 
2
x . Η μικρή φαινομενική ασυμφωνία προκύπτει από τη στρογγυλοποίηση.) Συνεπώς 

δεχόμαστε ότι το σημείο 
2
x  είναι η θέση του μέγιστου, δηλαδή 

*

2
7,62x x= =  με *

2
( ) 61,63z f x= =  

10.9 Λύστε ξανά το Πρόβλημα 10.7 χρησιμοποιώντας την αναζήτηση της χρυσής τομής. 

Λύση:   

Αρχικά σημεία: Το μήκος του αρχικού διαστήματος είναι 20
1
=L , άρα τα δύο πρώτα σημεία της αναζήτησης 

βρίσκονται σε απόσταση 

(0,6180)(20) 12,36 μονάδων=  

από κάθε ακραίο σημείο. Επομένως 

1
0 12,36 12,36x = + =           

2
20 12,36 7,64x = − =  

1

2

( ) (12,36)(5 12,36) 41,38

( ) (7,64)(5 7,64) 61,64

f x

f x

π

π

= − =

= − =

 

Τα σημεία ))( ,(
11
xfx  και ))( ,(

22
xfx  βρίσκονται πολύ κοντά στα σημεία που φαίνονται στην Εικόνα 10-6(α). 

Συνεπάγεται από την ιδιότητα της ύπαρξης ενός και μοναδικού ακροτάτου ότι το μέγιστο πρέπει να εμφανίζε-

ται αριστερά από το σημείο 13,36. Άρα διατηρούμε το διάστημα [0,  12,36]  ως το νέο διάστημα που μας εν-

διαφέρει. 

Πρώτη επανάληψη: Το νέο διάστημα έχει μήκος 36,12
2
=L , άρα το επόμενο σημείο της αναζήτησης βρίσκε-

ται σε απόσταση 
2

6180,0 L  μονάδων αριστερά από το πιο πρόσφατο ακραίο σημείο. Άρα, 

3

3

12,36 (0,6180)(12,36) 4,722

( ) (4,722)(5 4,722) 51,88

x

f x π

= − =

= − =

 

Αν προσθέσουμε αυτό το νέο σημείο, θα ισχύει η Εικόνα 10-6(β), και προσδιορίζουμε ότι το νέο διάστημα που 

μας ενδιαφέρει είναι το ]36,21 ,722,4[ . 

Δεύτερη επανάληψη: 638,7722,436,12
3

=−=L
. άρα 

4

4

4,722 (0,6180)(7,638) 9,442

( ) (9,442)(5 9,442) 59,16

x

f x π

= + =

= − =

 

Τώρα το μοτίβο είναι αυτό της Εικόνας 10-6(γ), απ’ όπου συμπεραίνουμε ότι το νέο διάστημα που μας ενδια-

φέρει είναι το ]442,9 ,722,4[ . 

Τρίτη επανάληψη: 720,4722,4442,9
4

=−=L . Επομένως 

5

5

9,442 (0,6180)(4,720) 6,525

( ) (6,525)(5 6,525) 59,92

x

f x π

= − =

= − =

 

Τώρα το μοτίβο είναι αυτό που φαίνεται στην Εικόνα 10-6(δ), απ’ όπου συμπεραίνουμε ότι το νέο διάστημα 

που μας ενδιαφέρει είναι το ]442,9 ,525,6[ . 

Τέταρτη επανάληψη: 917,2525,6442,9
5

=−=L
. συνεπώς 

6

6

6,525 (0,6180)(2,917) 8,328

( ) (8,328)(5 8,328) 61,46

x

f x π

= + =

= − =
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Με αυτό το νέο σημείο φτάνουμε στο μοτίβο της Εικόνας 10-6(ε) και βρίσκουμε ότι το νέο διάστημα που μας 

ενδιαφέρει είναι το ]328,8 ,525,6[ . Παρατηρήστε ότι το μήκος αυτού του νέου διαστήματος είναι μικρότερο 

από 2 2=ε , αλλά ότι το δειγματοληπτικό σημείο 
2
x  το οποίο συμπεριλαμβάνεται σε αυτό δεν προσεγγίζει όλα 

τα υπόλοιπα σημεία του διαστήματος με ακρίβεια που ικανοποιεί την ανοχή ε . Άρα απαιτείται άλλη μία επα-

νάληψη. 

Πέμπτη επανάληψη: 803,1525,6328,8
6

=−=L
. συνεπώς 

7

7

8,328 (0,6180)(1,803) 7,214

( ) (7,214)(5 7,214) 61,28

x

f x π

= − =

= − =

 

Με αυτό το νέο σημείο προσδιορίζεται ως νέο διάστημα που μας ενδιαφέρει το ],3288 ,214,7[] ,[
67
=xx . Τώρα 

όμως το εσωτερικό σημείο 64,7
2
=x  προσεγγίζει όλα τα υπόλοιπα σημεία του διαστήματος με ακρίβεια που 

ικανοποιεί την ανοχή 1=ε . Άρα θεωρούμε ότι βρίσκεται στη θέση του μέγιστου. 

Δηλαδή, 

*

2
7,64x x= =  με *

2
( ) 61,64z f x= =  

10.10 Συγκρίνετε την αποδοτικότητα των τριών μεθόδων αναζήτησης ως προς τον εντοπισμό του μεγίστου της συ-

νάρτησης )5( xx −π  στο διάστημα ]20 ,0[ . 

Λύση:  Κάθε μέθοδος προσέγγισε με επιτυχία τη θέση του μεγίστου, * 5 2 7,854x π= = , με ακρίβεια που ικα-

νοποιεί την απαιτούμενη ανοχή 1=ε . Η μέθοδος Fibonacci ήταν η πιο αποδοτική (δείτε το Πρόβλημα 10.8), 

καθώς με αυτήν επιτεύχθηκε η επιθυμητή ακρίβεια με έξι υπολογισμούς τιμών της συνάρτησης. Για την αναζή-

τηση του διαστήματος τριών σημείων (δείτε το Πρόβλημα 10.7) και την αναζήτηση της χρυσής τομής (δείτε το 

Πρόβλημα 10.9) απαιτήθηκαν εννέα και επτά υπολογισμούς τιμών της συνάρτησης, αντίστοιχα. 

10.11 Λύστε ξανά το Πρόβλημα 10.6 χωρίς πρώτα να περιορίσετε το διάστημα ]3 ,0[  σε ένα υποδιάστημα στο οποίο 

η συνάρτηση είναι μονότροπη (δηλαδή έχει μόνο ένα ακρότατο). Αναλύστε το αποτέλεσμα. 

Λύση:  Με εφαρμογή της αναζήτησης διαστήματος τριών σημείων στη συνάρτηση xxxf 4sin)( =  απευθείας 

στο διάστημα ]3 ,0[ , δημιουργούμε με τη σειρά τις καταχωρίσεις του Πίνακα 10-1. Έπεται ότι 

* 1,231x ≈  με * *( ) 1,20354z f x≈ = −  

Από την Εικόνα 10-5 είναι προφανές ότι η διαδικασία αναζήτησης έχει συγκλίνει στο τοπικό ελάχιστο που 

βρίσκεται κοντά στο σημείο 83π  και όχι στο ολικό ελάχιστο του διαστήματος ]3 ,0[  το οποίο είχαμε βρει στο 

Πρόβλημα 10.6. Το αποτέλεσμα θα ήταν παρόμοιο αν είχαμε εφαρμόσει την αναζήτηση Fibonacci ή την ανα-

ζήτηση της χρυσής τομής σε ολόκληρο το διάστημα ]3 ,0[ . 

Πίνακας 10-1 

Εσωτερικά σημεία xxxf 4sin)( =  Τρέχον 

διάστημα α β γ f (a) f (β) f (γ) 

[0,3] 0,75 1,5 2,25 0,1058 –0,4191 0,9273 

[0,75, 2,25] 1,125 1,5 1,875 –1,100 –0,4191 1,759 

[0,75, 1,5] 0,9375 1,125 1,313 –0,5358 –1,100 –1,126 

[1,125, 1,5] 1,219 1,313 1,406 –1,203 –1,126 –0,8611 

[1,125, 1,313] 1,172 1,219 1,266 –1,172 –1,203 –1,189 

[1,172, 1,266] 1,196 1,219 1,243 –1,193 –1,203 –1,201 

[1,196, 1,243] 1,208 1,219 1,231 –1,199 –1,20272 –1,20354 

[1,219, 1,243] 1,225 1,231 1,237 –1,20350 –1,20354 –1,2028 

[1,225, 1,237]       
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Εικόνα 10-7 

10.12 Εξαγάγετε τον αλγόριθμο αναζήτησης Fibonacci. 

Λύση:  Αν το τελευταίο διάστημα που θα εξετάσουμε, το GΝ-1, πρέπει να είναι όσο γίνεται μεγαλύτερο και πα-

ρόλα αυτά να περιέχει μια προσέγγιση ενός τοπικού βέλτιστου με ακρίβεια που ικανοποιεί την ανοχή ′ε , τότε 

τα σημεία αναζήτησης που θα χρησιμοποιήσουμε για να δημιουργήσουμε αυτό το διάστημα πρέπει να είναι 

τοποθετημένα όπως υποδεικνύουν τα βέλη στην Εικόνα 10-7(α). Το μέσο αυτού του διαστήματος είναι η τελι-

κή προσέγγιση. Τώρα, το διάστημα GΝ-1 αυτό καθεαυτό προκύπτει από ένα μεγαλύτερο διάστημα GΝ-2 με κα-

τάργηση ενός τμήματος του μεγαλύτερου διαστήματος, με βάση την ιδιότητα της ύπαρξης ενός και μοναδικού 

ακροτάτου. Για να ισχύει η Εικόνα 10-7(α) για μια τυχαία συνάρτηση με ένα και μόνο ακρότατο (arbitrary uni-

modal function), το διάστημα GΝ-2 πρέπει να έχει τη συμμετρική μορφή που φαίνεται στην Εικόνα 10-7(β), 

στην οποία τα βέλη υποδεικνύουν ξανά τις θέσεις των σημείων αναζήτησης ή των ακραίων σημείων του αρχι-

κού διαστήματος. Για να πάρουμε την Εικόνα 10-7(α), πρέπει να καταργήσουμε είτε το αριστερό τμήμα ενός 

τρίτου είτε το αντίστοιχο δεξιό της Εικόνας 10.7(β). Ωστόσο, η Εικόνα 10-7(β) αυτή καθεαυτή είναι αποτέλε-

σμα της προσθήκης ενός σημείου αναζήτησης. Πριν την προσθήκη αυτού του σημείου, το διάστημα GΝ-2 πρέ-

πει να είχε τη μορφή του διαστήματος της Εικόνας 10-7(γ) ή τη μορφή του διαστήματος της Εικόνας 10-7(δ). 

Και οι δύο πιθανές μορφές του διαστήματος GΝ-2 προκύπτουν από ένα μεγαλύτερο διάστημα, το GΝ-3, με κα-

τάργηση ενός τμήματος αυτού του μεγαλύτερου διαστήματος, με βάση την ιδιότητα της ύπαρξης ενός και μο-

ναδικού ακροτάτου. Για να πάρουμε την Εικόνα 10-7(γ) ή την Εικόνα 10.7(δ), το διάστημα GΝ-3 πρέπει να είχε 

τη μορφή που φαίνεται στην Εικόνα 10-7(ε). Για να πάρουμε το διάστημα GΝ-2, πρέπει να καταργήσουμε είτε 

το αριστερό υποδιάστημα είτε το δεξιό υποδιάστημα της Εικόνας 10-7(ε). Όμως η Εικόνα 10-7(ε) είναι αποτέ-

λεσμα της προσθήκης ενός σημείου αναζήτησης. Πριν την προσθήκη αυτού του σημείου, το διάστημα GΝ-3 

πρέπει να είχε τη μορφή του διαστήματος της Εικόνας 10-7(στ) ή του διαστήματος της Εικόνας 10-7(ζ). 
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Αν συνεχίσουμε με αυτόν τον τρόπο συμβολίζοντας το μήκος του διαστήματος Gj με 
j
L , θα βρούμε ότι 
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′= ε , και ούτω καθεξής. Αφού οι συντελεστές ανήκουν 

στην ακολουθία Fibonacci, έχουμε 
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Όμως επιλέγουμε το N έτσι ώστε 
N

F b a′ = −ε . Άρα το αρχικό διάστημα είναι το 
1
L  και έχουμε δημιουργήσει 

(με αντίστροφη σειρά) τα βήματα της αναζήτησης Fibonacci. 

10.13 Εξαγάγετε τον αλγόριθμο της χρυσής τομής. 

Λύση:  Από τις εξισώσεις (1) του Προβλήματος 10.12, 
1 N
L F ′= ε  και 
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−

′= ε . Τότε, αν ο αριθμός N είναι 

μεγάλος, από το Πρόβλημα 10.26 θα βρούμε ότι 

1 12

1

lim 0,6180N N

N
N N

F FL

L F F

− −

→∞

= ≈ = ⋯  

με αποτέλεσμα ότι 
12

6180,0 LL ≈ . Με τον ίδιο ακριβώς συλλογισμό, υπό την προϋπόθεση ότι το N είναι αρκε-

τά μεγάλο, αποδεικνύουμε ότι η ίδια προσέγγιση ισχύει για οποιαδήποτε δύο διαδοχικά διαστήματα της αναζή-

τησης Fibonacci, δηλαδή 
1

6180,0
−

≈
ii
LL , η οποία είναι η εξίσωση ορισμού της αναζήτησης της χρυσής τομής. 

Συμπληρωματικά προβλήματα 

10.14 Βρείτε όλα τα τοπικά και ολικά βέλτιστα της συνάρτησης 696)( 23
++−= xxxxf  στα διαστήματα (α) ]3 ,0[ , 

(β) ]4 ,1[ , (γ) ]5 ,1[− . 

10.15 Βρείτε όλα τα τοπικά και ολικά βέλτιστα της συνάρτησης 1464)( 234
+−+−= xxxxxf  στα διαστήματα (α) 

]3 ,0[ , (β) ]2 ,0[ , (γ) ) ,0[ ∞ . 

10.16 Βρείτε όλα τα τοπικά και ολικά βέλτιστα της συνάρτησης 1)( −

+= xxxf  στα διαστήματα (α) ) ,0( ∞ , (β) 

)0 ,(−∞ , (γ) ]10 ,5[ . (Υπόδειξη: Στα σκέλη (α) και (β) της άσκησης, εκλάβετε το 0=x  ως ένα ακραίο σημείο 

στο άπειρο.) 

10.17 Αποδείξτε ότι η συνάρτηση 696)( 23
++−= xxxxf  είναι αυστηρά κοίλη στο διάστημα )2 ,(−∞  και αυστηρά 

κυρτή στο διάστημα ) ,2( ∞ . 

10.18 Προσδιορίστε διαστήματα στα οποία η συνάρτηση 14)( −

+= xxxf  είναι κοίλη ή κυρτή. 

10.19 Χρησιμοποιήστε την αναζήτηση διαστήματος τριών σημείων για να προσεγγίσετε τη θέση του ολικού ελάχι-

στου της συνάρτησης του Προβλήματος 10.18 στο διάστημα ]2 ,0(  με ακρίβεια που ικανοποιεί την ανοχή 

0,1=ε . (Υπόδειξη: Προχωρήστε με τον ίδιο τρόπο που θα προχωρούσατε αν το διάστημα ήταν το ]2 ,0[ .) 

10.20 Προσεγγίστε τη θέση του ολικού μεγίστου της συνάρτησης xxxf sin)( 2
=  στο διάστημα ] ,0[ π , χρησιμοποιώ-

ντας μια αναζήτηση τριών σημείων στο μη περιορισμένο διάστημα με πέντε υπολογισμούς τιμών της συνάρτη-

σης (δηλαδή, πέντε σημεία αναζήτησης). Πόσο καλή είναι αυτή η προσέγγιση; 

10.21 Λύστε ξανά το Πρόβλημα 10.19 με την αναζήτηση Fibonacci. 

10.22 Λύστε ξανά το Πρόβλημα 10.20 με την αναζήτηση Fibonacci. (Υπόδειξη: Η χρήση συνολικά πέντε σημείων 

αναζήτησης απαιτεί τα δύο πρώτα σημεία να τοποθετηθούν σε απόσταση 
5
F ′ε  από τα ακραία σημεία του αρχι-

κού διαστήματος. Επομένως, για να προσδιορίσουμε την ανοχή ′ε , 6=N .) 

10.23 Λύστε ξανά το Πρόβλημα 10.19 με αναζήτηση της χρυσής τομής. 

10.24 Λύστε ξανά το Πρόβλημα 10.20 με αναζήτηση της χρυσής τομής. 
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10.25 Αποδείξτε ότι ο n-οστός όρος της ακολουθίας Fibonacci είναι ίσος με  
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 (Υπόδειξη: Επιβεβαιώστε ότι η παράσταση που δίνεται ικανοποιεί την κατάλληλη περιοδική σχέση και τις αρ-

χικές συνθήκες.) 

10.26 Από το Πρόβλημα 10.25, αποδείξτε ότι 
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