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Κεφάλαιο  

Θεωρία Ρωγμών  

2.1 Γενικά  

Ο προσδιορισμός του τασικού και παραμορφωσιακού πεδίου στη κλασσική θεωρία 

ελαστικότητας, για καταστάσεις που αντιστοιχούν μακριά της θραύσης ή της ρηγμά-

τωσης των υλικών, πραγματοποιείται δια της αναγωγής του προβλήματος σε πρόβλη-

μα συνόρων αναφερόμενο στο υλικό, το οποίο χαρακτηρίζεται από κάποιο νόμο ελα-

στικότητας ή πλαστικότητας. Στην περίπτωση αυτή τα σύνορα και η παραμορφωσια-

κή συμπεριφορά του υλικού θεωρούνται ως δεδομένα. Τα εφαρμοσμένα φορτία προ-

καλούν μικρές παραμορφώσεις των συνόρων, έτσι ώστε τα μόρια του υλικού που ευ-

ρίσκοντο πλησίον των συνόρων να παραμένουν και πάλι πλησίον μετά τη φόρτιση και 

οι συνοριακές συνθήκες να ανάγονται στα απαραμόρφωτα σύνορα του σώματος.  

 Μετά από ορισμένη κρίσιμη τιμή του φορτίου εμφανίζονται ρωγμές οι οποίες α-

ντιστοιχούν σε επιφάνειες ασυνέχειας του διανύσματος των μετατοπίσεων. Η προϋ-

πάρχουσα πλέον εντατική κατάσταση στις θέσεις των ρωγμών εξέλιπε, τα δε σύνορα 

του σώματος άλλαξαν. Έτσι, ο προσδιορισμός του τασικού και παραμορφωσιακού 

πεδίου είναι δύσκολος διότι, ανάλογα με το πρόβλημα, απαιτούνται πρόσθετες συν-

θήκες που οδηγούν στο καθορισμό των συνόρων. 

 Προς αποφυγή των ανυπέρβλητων δυσχερειών που παρουσιάζονται στην ως άνω 

γενικότατη περίπτωση της Μηχανικής των Θραύσεων, στη θεωρία των Ρωγμών, ζη-

τείται η επίλυση του ακόλουθου προβλήματος: «Εντός σώματος που υπόκειται στην 

επίδραση εξωτερικών φορτίων, το μέγεθος των οποίων αυξάνει συνεχώς, δίνεται 

ορισμένο σύστημα ρωγμών. Ζητείται ο καθορισμός των επιφανειών των ρωγμών 

καθώς και της διανομής των τάσων και παραμορφώσεων για κάθε βαθμίδα φόρτι-

σης. Η αύξηση των φορτίων υποτίθεται ότι γίνεται ομαλώς, έτσι ώστε η επίδραση 
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των δυναμικών φαινομένων να είναι αμελητέα». Στη θεωρία ελαστικότητας το πρό-

βλημα αυτό διατυπώνεται ως εξής: «Ζητείται η επίλυση των διαφορικών εξισώσεων 

ελαστικότητας εντός περιοχής περικλειομένης υπό συνόρου Σ, στην οποία υπάρ-

χουν ρωγμές, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι συνοριακές συνθήκες». Η διαφορά του 

προβλήματος αυτού των ρωγμών από τα συνήθη προβλήματα ελαστικότητας είναι 

ουσιώδης και τούτο διότι πρόκειται περί προβλήματος με άγνωστα σύνορα των οποί-

ων ζητείται ο προσδιορισμός κατά την επίλυση. 

 Άλλη βασική δυσχέρεια του προβλήματος των ρωγμών είναι η εκλογή κατάλλη-

λου προσομοιώματος, βάσει του οποίου θα γίνει η επίλυση. Δύο είναι τα χρησιμο-

ποιούμενα προσομοιώματα. Το προσομοίωμα του υλικού σημείου επί της αρχής του 

οποίου θεμελιώνεται η Νευτώνιος δυναμική και το προσομοίωμα του συνεχούς μέσου 

επί της αρχής του οποίου βασίζεται η θεωρία της Ελαστικότητας. Η επίλυση των προ-

βλημάτων ελαστικότητας με την αρχή του υλικού σημείου γίνεται δύσκολη λόγω μα-

θηματικών δυσχερειών. Η επίλυση όμως του προβλήματος της ρωγμής και κυρίως 

παρά το άκρο, γίνεται βάσει της αρχής του υλικού σημείου και τούτο διότι η δημιουρ-

γία και διάδοση μιας ρωγμής συνίσταται στο διαχωρισμό του ενός ατόμου από το άλ-

λο σε ζεύγος γειτονικών ατόμων, ακολουθούμενο από παρόμοιο διαχωρισμό στο επό-

μενο ζεύγος, και ούτω καθεξής. Πέρα όμως του άκρου της ρωγμής που η μικρομορια-

κή φύση του υλικού δεν επιδρά σημαντικά επί του τασικού πεδίου, η επίλυση δύναται 

να γίνει με την αρχή του συνεχούς μέσου. 

 Η ρωγμή μπορεί προσεγγιστικά να θεωρηθεί σαν μία κοιλότητα εντός του σώμα-

τος της οποίας η απόσταση των απέναντι παρειών των χειλέων της είναι μικρή σχετι-

κά με το μήκος της. Η πρώτη πληρέστερη θεώρηση της δομής της ρωγμής παρά τα 

άκρα της οφείλεται στον A.A. Griffith ο οποίος, με τη κλασσική θεωρία ελαστικότη-

τας και τη λύση του Inglis, οδηγήθηκε σε απειρισμό των τάσεων παρά τα άκρα της 

ρωγμής και ότι τα άκρα της ρωγμής είναι στρογγυλά με ακτίνα καμπυλότητας της τά-

ξεως της μοριακής αποστάσεως, γεγονός απαράδεκτο στη Μηχανική των Συνεχών 

Μέσων. Παρατηρείται ότι οι τάσεις στα άκρα των ρωγμών δύναται να είναι πεπερα-

σμένες, εφ’ όσον οι απέναντι παρειές της ρωγμής παρουσιάζουν στο υπ΄ όψη σημείο 

κοινή εφαπτομένη και δεν είναι ελεύθερες τάσεων. Όμως, σε τέτοια μορφή συνόρων 

της ρωγμής αποδεικνύεται ότι η απελευθερουμένη ενέργεια δι’ απειροστή μεταβολή 

των συνόρων της ρωγμής ισούται με μηδέν. Επομένως, μόνο τέτοιου είδους καμπύλες 

δύναται να αποτελούν το σύνορο των εν ισορροπία ρωγμών. Εάν οι επιφάνειες της 

ρωγμής θεωρηθούν ελεύθερες τάσεων τότε για οποιαδήποτε μορφή συνόρων της 

ρωγμής οι τάσεις γίνονται άπειρες, οπότε δεν δύναται να υπάρχουν ρωγμές σε ισορ-

ροπία. Προς τούτο, για να προκύψουν παραδεκτές λύσεις πρέπει να θεωρηθούν μο-

ριακές δυνάμεις συνάφειας παρά τα άκρα της ρωγμής.  
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2.2 Επίλυση του Προβλήματος των Ρωγμών  
με τις Τασικές Συναρτήσεις Westergaard 

Τα διδιάστατα προβλήματα των ρωγμών μπορεί να επιλυθούν κατά τον Westergaard, 

εφ’ όσον η τασική συνάρτηση Airy ορισθεί δια της σχέσης: 

 ZyZF ImRe +=  (2.1) 

όπου Ζ αναλυτική συνάρτηση της μιγαδικής μεταβλητής z=x+iy, και: 

 

dz

Zd
Z =  (2.2) 

Εκ των σχέσεων Cauchy-Riemann συνεπάγεται ότι: 
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όπου: 
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Από τις ανωτέρω σχέσεις προκύπτουν: 
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οπότε, από τις σχέσεις (1.54) δι’ αντικαταστάσεως προκύπτουν οι τάσεις: 
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Δι’ αντικαταστάσεως των τάσεων (2.11)-(2.13) στις εξισώσεις ισορροπίας (1.51), 

(1.52) και στην εξίσωση συμβιβαστού (1.53) προκύπτει ότι οι εξισώσεις αυτές ικανο-

ποιούνται. Αντικαθιστώντας προκύπτουν: 
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και η (1.53) δίνει: 
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 Η ίδια λύση προκύπτει εάν χρησιμοποιηθεί η λύση δια των μιγαδικών συναρτή-

σεων, αρκεί να ορισθούν οι αναλυτικές συναρτήσεις )(zφ  και )(zΨ  δια των σχέσε-

ων: 
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Αντικαθιστώντας τις συναρτήσεις (2.18) στις σχέσεις (1.60) και (1.61) προκύπτουν: 
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Από τη (2.20) προκύπτουν οι σχέσεις: 
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Από τις σχέσεις (2.19) και (2.21) προκύπτουν οι τάσεις: 

 ZyZ
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′−= ImReσ  (2.23) 

 ZyZ
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′+= ImReσ  (2.24) 

Οι τάσεις (2.22)-(2.24) είναι ίδιες με αυτές που προέκυψαν με τη συνάρτηση Ζ του 

Westergaard.  

 Επομένως, η μέθοδος Westergaard ανάγεται στην εύρεση μιας αναλυτικής συνάρ-

τησης Ζ, με εξαίρεση το υπό της ρωγμής οριζόμενο διάστημα, σε τρόπο ώστε να ικα-

νοποιούνται οι συνοριακές συνθήκες. Παράδειγμα τέτοιας συνάρτησης είναι: 
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η οποία οδηγεί στο συμπέρασμα ότι είναι συνάρτηση Westergaard για τη ρωγμή: 

 0, =<<− yx αα  (2.26) 

εντός απείρου σώματος υπό διαξονική φόρτιση σ στο άπειρο, με μήκος ρωγμής α2 . 

 Άλλες μορφές της τασικής συνάρτησης Airy είναι: 

 ZyF Re−=  (2.27) 

που περιγράφει το δεύτερο τύπο, (ΙΙ), παραμόρφωσης και ομοίως αποδεικνύεται ότι οι 

τάσεις παρέχονται από τις σχέσεις: 
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Για τον τρίτο τύπο, (ΙΙΙ), παραμόρφωσης η τασική συνάρτηση Airy είναι της μορφής: 

 ZF Re−=  

από την οποία προκύπτουν οι τάσεις: 
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Τέλος, η τασική συνάρτηση Westergaard δι’ οποιαδήποτε παραμόρφωση της ρωγμής 

μπορεί να προκύψει δια καταλλήλου συνδυασμού των τασικών συναρτήσεων των 

τριών ως άνω απλών τύπων παραμόρφωσης. 

2.3 Τύποι Παραμόρφωσης της Ρωγμής  

Ο G.R. Irwin, με την προϋπόθεση ότι οι ρωγμές εντός των στερεών δύναται να θεω-

ρηθούν ως επιφάνειες ασυνέχειας του διανύσματος της μετατόπισης, παρατήρησε 

ότι υπάρχουν τρεις ανεξάρτητοι τρόποι μετακίνησης των χειλέων της ρωγμής. Οι 

τρεις αυτοί τρόποι παραμόρφωσης παρουσιάζονται στο Σχ. 2.1.  

Έτσι, οποιοσδήποτε τρόπος παραμόρφωσης της ρωγμής δύναται να προκύψει με ε-

παλληλία των τριών αυτών ανεξάρτητων τύπων παραμόρφωσης. Οι τρεις αυτοί τύποι 

παραμόρφωσης της ρωγμής ορίζονται ως ακολούθως: 

 

Σχήμα 2.1. Οι τρεις βασικοί τύποι παραμόρφωσης της ρωγμής. 

2.3.1 Εφελκυστικός Τύπος-Ι 

Οι παρειές της ρωγμής τείνουν να διαχωριστούν συμμετρικά ως προς το επίπεδο της 

ρωγμής προ της παραμόρφωσης. Η τασική συνάρτηση Westergaard για τον τύπο-Ι 

δίνεται από την σχέση (2.25). Αναφέροντας τη συνάρτηση αυτή σε σύστημα αξόνων 

δια του άκρου της ρωγμής, αντί του συστήματος τοποθετουμένου στο μέσο του μή-

κους της ρωγμής, όπως φαίνεται στο Σχ. 2.2 και χρησιμοποιώντας το μετασχηματι-

σμό: 

 αζ −= z  (2.33) 

προκύπτει η συνάρτηση: 
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Η ποσότητα αζ 2/1 +  αναπτύσσεται σε σειρά δυνάμεων του ζ κατά Taylor: 
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 (2.35) 

οπότε η σχέση (2.34) γίνεται: 

 

Σχήμα 2.2. (α) Μεταφορά του συστήματος αξόνων στο άκρο της ρωγμής,  
(β) Το τασικό πεδίο παρά το άκρο της ρωγμής. 
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Για προσεγγιστική λύση παραλείπονται οι δυνάμεις του (ζ/α ), εφ’ όσον το ζ είναι 

πολύ μικρό σε σχέση προς το α , οπότε προκύπτει η συνάρτηση: 

 

πζ

πασ

2

=
I

Z  (2.37) 

Θέτοντας: 

 πασ=
I

K  (2.38) 

στη σχέση (2.37) προκύπτει: 

 

πζ2
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K
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Η σταθερά ΚΙ είναι χαρακτηριστική του τύπου-Ι και ονομάζεται εφελκυστικός συντε-

λεστής εντάσεως των τάσεων (stress intensity factor). Επίσης, ο ΚΙ δύναται να προ-

κύψει από τη σχέση: 

 yyzI zK σαπ
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2lim  (2.40) 

ή από τη σχέση: 
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 (2.41) 

Θέτοντας: 
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και αντικαθιστώντας στις σχέσεις (2.11)-(2.13), προκύπτουν οι τάσεις σε πολικές συ-

ντεταγμένες: 
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Η προσεγγιστική αυτή λύση ισχύει για 10 <<<

α

r

.  

Από το νόμο Hooke προκύπτουν οι μετατοπίσεις, u και υ: 
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Αντικαθιστώντας τις τάσεις σxx και σyy από τις σχέσεις (2.43) και (2.44) στις σχέσεις 

(2.47) και (2.48) προκύπτουν οι μετατοπίσεις κατόπιν ολοκλήρωσης. Για την επίπεδη 

παραμορφωσιακή κατάσταση ισχύει: 

 )(,0
yyxxzzzz

σσνσε +==  (2.49) 
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Για την επίπεδη εντατική κατάσταση ισχύει: 

 σzz = 0 
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Ο συντελεστής εντάσεως των τάσεων ΚΙ προκύπτει από τη σχέση: 
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2.3.2 Συνεπίπεδος Διατμητικός Τύπος-ΙΙ 

Οι παρειές της ρωγμής τείνουν να ολισθήσουν, η μία σχετικά προς την άλλη, προς 

αντίθετες κατευθύνσεις αλλά εντός του ιδίου επιπέδου. Η τασική συνάρτηση Wester-

gaard για τον τύπο-ΙΙ δίνεται από τη σχέση: 
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όπου η σταθερά ΚΙΙ είναι η χαρακτηριστική του τύπου-ΙΙ και ονομάζεται συνεπίπεδος 

διατμητικός συντελεστής εντάσεως των τάσεων. Από τις σχέσεις (2.28)-(2.30) προ-

κύπτουν οι τάσεις σε πολικές συντεταγμένες: 
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 (2.59) 

 Οι μετατοπίσεις υπολογίζονται, ανάλογα προς τον τύπο-Ι, από το νόμο Hooke. Για 

την επίπεδη παραμορφωσιακή κατάσταση είναι: 
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και για την επίπεδη εντατική κατάσταση είναι: 
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Ο συντελεστής εντάσεως των τάσεων ΚΙΙ προκύπτει από τη σχέση: 

 xyrII rK τπ
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2.3.3 Εγκάρσιος Διατμητικός Τύπος-ΙΙΙ 

Οι παρειές της ρωγμής τείνουν να διαχωριστούν προς αντίθετες εγκάρσιες κατευθύν-

σεις υπό την επίδραση ίσων και αντιθέτων δυνάμεων, καθέτων προς το επίπεδο του 

σώματος. Η τασική συνάρτηση Westergaard για τον τύπο-ΙΙΙ δίνεται από τη σχέση: 
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III
III

K
Z =  (2.65) 

όπου η σταθερά ΚΙΙΙ είναι η χαρακτηριστική του τύπου-ΙΙΙ και ονομάζεται μη συνεπί-

πεδος διατμητικός συντελεστής εντάσεως των τάσεων. Από τις σχέσεις (2.31)-(2.32) 

προκύπτουν οι τάσεις σε πολικές συντεταγμένες: 
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Για τον τύπο-ΙΙΙ οι μετατοπίσεις είναι: 

 u=0, υ=0, w=w(x,y) (2.68) 

και από το νόμο Hooke προκύπτουν οι παραμορφώσεις: 
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Οι εξισώσεις ισορροπίας κατά τις διευθύνσεις x, y πληρούνται εκ ταυτότητος, ενώ 

κατά τη διεύθυνση z ισχύει: 
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 (2.71) 

από την οποία, δι’ αντικαταστάσεως των σχέσεων (2.69)-(2.70), προκύπτει: 

 Δw = 0 (2.72) 
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Θέτοντας τη μετατόπιση w: 
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προκύπτουν οι σχέσεις (2.31)-(2.32). Η μετατόπιση w σε πολικές συντεταγμένες δίνε-

ται από τη σχέση: 
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όπου ΚΙΙΙ δίνεται από τη σχέση: 

 yzrIII rK τπ
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=  (2.75) 

Οι εξισώσεις των πεδίων των τάσεων και των μετατοπίσεων των ως άνω τριών τύπων 

παραμόρφωσης της ρωγμής είναι ακριβείς μόνο στα όρια που το r πλησιάζει στο μη-

δέν και θα παρουσιάζει καλή προσέγγιση στην περιοχή όπου r<<α  και r<<L, όπου L 

παριστάνει τη μικρότερη σχεδιαστική διάσταση του σώματος.  

 Ο ρυθμός εκροής της ενέργειας παραμόρφωσης (strain energy release rate) G, ή 

ενέργεια ανά μονάδα μήκους επέκτασης της ρωγμής, για τον τύπο-Ι παραμόρφωσης, 

δίνεται από τη σχέση: 
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Για τον τύπο-ΙΙ παραμόρφωσης ο ρυθμός εκροής της ενέργειας G δίνεται από τη σχέ-

ση: 
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και για τον τύπο-ΙΙΙ παραμόρφωσης, δίνεται από τη σχέση: 
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Για επέκταση ρωγμής υπό μικτού τύπου παραμόρφωσης, ο συνολικός ρυθμός εκροής 

της ενέργειας παραμόρφωσης G, δίνεται από τη σχέση: 

 
IIIIII

GGGG ++=  (2.81) 

2.4 Παραδείγματα 

Με εφαρμογή των τασικών συναρτήσεων Airy ή των τασικών συναρτήσεων 

Westergaard δύναται να επιλυθούν διάφορα προβλήματα ρηγματωμένων πλακών, δη-

λαδή δύναται να υπολογιστούν οι φορτίσεις της πλάκας, οι τάσεις οι οποίες αναπτύσ-

σονται στα άκρα των ρωγμών καθώς και οι εντατικοί συντελεστές εντάσεως των τά-

σεων και εξ αυτών η κατανομή των τάσεων γύρω από τα άκρα των ρωγμών. 

Παράδειγμα 1. Η τασική συνάρτηση για ρηγματωμένη πλάκα απείρων διαστάσεων 

που φορτίζεται μοναξονικά στο άπειρο με τάση σ, είναι: 

 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−
= 1

2

2 22
)1(

α

σ

z

z
Z  

Ζητούνται: (α) Η τασική συνάρτηση για θλίψη της ρωγμής, (β) Οι τάσεις και (γ) Ο 

συντελεστής εντάσεως των τάσεων ΚΙ. 

Λύση: (α) Η θλίψη της ρωγμής δύναται να προκύψει από την υπέρθεση των απλών 

προβλημάτων εφελκυσμού και θλίψης της πλάκας, όπως φαίνεται στο Σχ. 2.3. 

 

Σχήμα 2.3. 
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Το απλό πρόβλημα εφελκυσμού (1) περιγράφεται από τη δοθείσα τασική συνάρτηση, 

ενώ το δεύτερο της θλίψης της αρηγμάτωτης πλάκας περιγράφεται από τη δεδομένη 

τασική συνάρτηση για σ=-σ και α =0, δηλαδή: 
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Επομένως, η κατάσταση (3) περιγράφεται από την τασική συνάρτηση: 
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Παραγωγίζοντας τη συνάρτηση αυτή ως προς z, προκύπτει: 
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(β) Οι τάσεις προκύπτουν από τις εξισώσεις (211)-(2.13): 
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Για >>z  είναι: 

 0,0,0 ===
xyyyxx

τσσ  

ενώ κατά μήκος του άξονα x (y=0) και στην περιοχή αα ≤≤− x  είναι: 

 σyy = -σ 

(γ) Από τη σχέση (2.40) ή τη σχέση (2.41) προκύπτει ο συντελεστής εντάσεως των 

τάσεων ΚΙ: 
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Επίσης, από τη σχέση (2.41) προκύπτει: 
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Παράδειγμα 2. Δίνεται η τασική συνάρτησηWestergaard: 
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Ζητούνται: (α) Το πρόβλημα που περιγράφεται από την τασική αυτή συνάρτηση και 

(β) Ο συντελεστής εντάσεως των τάσεων ΚΙ. 

Λύση: (α) Για ∞→z , τότε όλες οι τάσεις είναι μηδέν (σχέσεις (2.11)-(2.13)), 

0=== xyyyxx τσσ . Κατά μήκος του άξονα x (y=0), η τασική συνάρτηση ZI είναι: 
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Στην περιοχή αα ≤≤− x  η τασική συνάρτηση γίνεται φανταστική που σημαίνει ότι η 

περιοχή αυτή είναι ελεύθερη τάσεων. Εν τούτοις, η τάση ∞→yyσ  για 0→x . O υ-

πολογισμός της τάσης γίνεται από τη σχέση ισορροπίας κατά τον άξονα y (Σχ. 2.4): 
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όπου η Fy είναι η μαζική δύναμη στη θέση x=0 (Σχ. 2.4). Αντικαθιστώντας τη σyy 

(σχέση (2.12)) προκύπτει: 
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από την οποία, κατόπιν πράξεων, προκύπτει: 

 Fy = -σ 

 

Σχήμα 2.4. 

(β) Από τη σχέση (2.41) υπολογίζεται ο συντελεστής εντάσεως των τάσεων ΚΙ: 
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