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67 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

Άλλες πλευρές των διμεταβλητών σχέσεων 

Στο Κεφάλαιο 1 παρουσιάσαμε ένα σύνολο επαγωγικών διαδικασιών που σχετίζονται με τους 

εκτιμητές ελαχίστων τετραγώνων (LS) στο πλαίσιο των διμεταβλητών σχέσεων. Η προέλευση 
αυτών των διαδικασιών βασίστηκε σε δύο κρίσιμες υποθέσεις, η μία από τις οποίες αφορούσε τη 

μορφή της υπό συνθήκη προσδοκίας E(YxX) και η άλλη τις στοχαστικές ιδιότητες του διαταρα-
κτικού όρου u. Οι συγκεκριμένες υποθέσεις ήταν 

 XXYE βα +=)|(  (2.1) 

και E(ui) = 0  για κάθε i 

 E(u2

i
) = σ2  για κάθε i 

 E(uiuj) = 0          για i ≠ j (2.2) 

Από την Εξ. (2.2) και την υπόθεση της σταθερής ερμηνευτικής μεταβλητής προκύπτει επίσης ότι 

 E(Xiuj) = XiE(uj) = 0 για κάθε i,  j (2.3) 

Αν προσθέσουμε την υπόθεση της κανονικότητας στην Εξ. (2.2) λαμβάνουμε 

Οι ui είναι  iid N(0, σ2) (2.4) 

που διαβάζεται ως «Οι ui είναι ανεξάρτητα και πανομοιότυπα κατανεμημένες κανονικές μετα-
βλητές με μέσο όρο μηδέν και διακύμανση σ2». Η εγκυρότητα των επαγωγικών μεθόδων εξαρτά-
ται προφανώς από την ορθότητα των υποθέσεων στις οποίες βασίζονται. 
 Το μεγαλύτερο μέρος του κεφαλαίου αυτού πραγματεύεται διάφορους εφικτούς επαναπροσ-
διορισμούς της υπόθεσης της υπό συνθήκη προσδοκίας στην Εξ. (2.1). Πρώτα θα εξετάσουμε 
ορισμένα από τα ζητήματα που προκύπτουν όταν ο η μεταβλητή παλινδρόμησης (ερμηνευτική 
μεταβλητή) είναι ο χρόνος. Αυτό μας οδηγεί φυσιολογικά στο να εξετάσουμε τις καμπύλες στα-
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θερού ρυθμού αύξησης, όπου ο λογάριθμος της εξαρτημένης μεταβλητής εκφράζεται ως γραμ-
μική συνάρτηση του χρόνου. Στη συνέχεια εξετάζουμε περιπτώσεις όπου οι μετασχηματισμοί της 
εξαρτημένης και της ερμηνευτικής μεταβλητής μπορεί να είναι χρήσιμοι. Αρκετές σχέσεις που 
είναι μη γραμμικές στις αρχικές μεταβλητές μπορούν να γίνουν γραμμικές με τους κατάλληλους 
μετασχηματισμούς. Σε αυτές τις περιπτώσεις, οι απλές τεχνικές για το γραμμικό υπόδειγμα που 
αναπτύχθηκαν στο Κεφάλαιο 1 μπορούν να εφαρμοστούν στις μετασχηματισμένες μεταβλητές. 
 Στη συνέχεια εξετάζουμε το διμεταβλητό υπόδειγμα όπου η ερμηνευτική μεταβλητή είναι 
απλώς η υστέρηση της εξαρτημένης μεταβλητής. Πρόκειται για το πρώτης τάξης αυτοπαλίνδρο-
μο υπόδειγμα (ή σχήμα) AR(1). Η αλλαγή φαίνεται αρκετά ακίνδυνη αλλά μας μεταφέρει σε ρι-
ζικά νέο έδαφος. Οι εκτιμητές των ελαχίστων τετραγώνων δεν είναι πλέον αμερόληπτοι· και τα 
ακριβή, πεπερασμένα αποτελέσματα των μικρών δειγμάτων του Κεφαλαίου 1 δεν είναι πλέον 
απολύτως έγκυρα. Οι διαδικασίες των ελαχίστων τετραγώνων του Κεφαλαίου 1 μπορούν και πά-
λι να εφαρμοστούν στην αυτοπαλίνδρομη εξίσωση, αλλά τώρα έχουν ισχύ μόνο σε μεγάλα δείγ-

ματα ή ασυμπτωτικά. Για να αξιολογηθούν αυτά τα αποτελέσματα, απαιτείται να εισαγάγουμε 
ορισμένες βασικές και πολύ σημαντικές ιδέες που σχετίζονται με τη θεωρία των μεγάλων δειγμά-
των, και συγκεκριμένα, τις ασυμπτωτικές κατανομές, την ασυμπτωτική αποτελεσματικότη-

τα, και τη συνέπεια. Η απλή αυτοπαλίνδρομη εξίσωση εγείρει επίσης το ζήτημα της στασιμότη-

τας μιας χρονοσειράς. Τα θέματα αυτά θα αναπτυχθούν εκτενέστερα σε μεταγενέστερα 
κεφάλαια, ιδιαίτερα στα Κεφάλαια 5, 7, και 8. Ελπίζουμε ότι η εισαγωγή τους στο πλαίσιο των 
διμεταβλητών σχέσεων θα διατηρήσει την αρχική παρουσίαση όσο το δυνατόν απλούστερη και 
θα χρησιμεύσει ως γέφυρα για περαιτέρω επεξεργασία. 

2.1 
Ο ΧΡΟΝΟΣ ΩΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗΣ 

Σε ένα διάγραμμα χρονοσειράς όπως παρουσιάζεται στο Κεφάλαιο 1, η μεταβλητή Yt τοποθετεί-
ται στον κατακόρυφο άξονα και ο χρόνος στον οριζόντιο. Το διάγραμμα αυτό μπορεί, επίσης, να 
θεωρηθεί ως διάγραμμα διασποράς, οπότε η μόνη διαφορά σε σχέση με το συμβατικό διάγραμμα 
διασποράς είναι ότι η μεταβλητή X (ο χρόνος) αυξάνεται μονοτονικά κατά μία μονάδα με κάθε 
παρατήρηση. Πολλές οικονομικές μεταβλητές αυξάνονται ή μειώνονται με το χρόνο. Μια σχέση 
γραμμικής τάσης θα μπορούσε να γραφεί σύμφωνα με το υπόδειγμα 

 Y = α + βT + u (2.5) 

όπου Τ είναι ο χρόνος. Η μεταβλητή Τ μπορεί να περιγραφεί με πολλούς τρόπους, αλλά κάθε 
περιγραφή απαιτεί να ορίσουμε την αρχή ως προς την οποία μετράται ο χρόνος και τη μονάδα 

μέτρησης που χρησιμοποιείται. Για παράδειγμα, αν διαθέτουμε ετήσιες παρατηρήσεις κάποιας 
μεταβλητής για τα (n = 13) έτη από το 1980 έως το 1992, πιθανές εξειδικεύσεις της μεταβλητής Τ 
θα ήταν οι 

T = 1980, 1981, 1982, . . ., 1992 

T = 1, 2, 3, . . ., 13 

T = – 6, – 5, – 4, . . ., 6 
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Και στις τρεις περιπτώσεις, η μονάδα μέτρησης είναι το έτος. Οι αρχές είναι, αντίστοιχα, η έναρ-
ξη του Γρηγοριανού Ημερολογίου, το 1979 και το 1986. Το τρίτο υπόδειγμα ενδείκνυται σε υπο-
λογισμούς μικρής κλίμακας, επειδή στην περίπτωση αυτή η T έχει μέσο όρο μηδέν, οπότε οι κα-
νονικές εξισώσεις για να προσαρμόσουμε την Εξ. (2.5) απλοποιούνται στις 

a = 
–

Y       και      b = ∑ TY / ∑ T2 

Πολλές εφαρμογές λογισμικού θα δημιουργήσουν μια μεταβλητή τάσης (TREND) για χρήση 
στην ανάλυση παλινδρόμησης. Αυτή είναι η δεύτερη περιγραφή για την T των παραπάνω σχέσε-
ων. 

2.1.1 Καμπύλες σταθερού ρυθμού αύξησης 

Αν πάρουμε τις διαφορές πρώτου βαθμού στην Εξ. (2.5), έχουμε 

ΔYt = β + (ut – ut–1) 

Αν αγνοήσουμε τους διαταρακτικούς όρους, η σημασία της Εξ. (2.5) είναι ότι η σειρά αυξάνεται 
(μειώνεται) κατά μία σταθερή ποσότητα σε κάθε περίοδο. Για αύξουσα σειρά (β > 0), αυτό ση-
μαίνει φθίνοντα ρυθμό και για φθίνουσα σειρά (β < 0), η περιγραφή δίνει αυξανόμενο ρυθμό μεί-
ωσης. Για σειρές στις οποίες υπάρχει σταθερός ρυθμός αύξησης, είτε θετικός είτε αρνητικός, η 
Εξ. (2.5) αποτελεί ακατάλληλη περιγραφή. Η  κατάλληλη περιγραφή εκφράζει το λογάριθμο της 
σειράς ως γραμμική συνάρτηση του χρόνου. Το αποτέλεσμα αυτό μπορεί να θεωρηθεί ως εξής. 
 Χωρίς διαταρακτικούς όρους, μια σειρά σταθερού ρυθμού αύξησης δίνεται από την εξίσωση 

 Yt = Y
0
(1 + g)t (2.6) 

όπου g = (Yt – Yt–1) / Yt–1 είναι ο σταθερός αναλογικός ρυθμός αύξησης ανά περίοδο. Παίρνοντας 
τους λογαρίθμους και των δύο μερών της Εξ. (2.6) έχουμε1. 

 lnYt = α + βt (2.7) 

όπου    α = lnY
0
 και β = ln(1 + g) (2.8) 

Αν υποψιαζόμαστε ότι μια σειρά έχει σταθερό ρυθμό αύξησης, μπορούμε να το ελέγξουμε γρή-
γορα σχεδιάζοντας το διάγραμμα διασποράς των λογαρίθμων της σειράς ως προς το χρόνο. Αν το  
 

                                                           
1
 Χρησιμοποιούμε τον όρο ln για να εκφράσουμε το φυσικό λογάριθμο με βάση το e 
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διάγραμμα είναι σχεδόν γραμμικό, τότε στην Εξ. (2.7) μπορεί να προσαρμοστεί καμπύλη με τη 
μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, με τη χρήση παλινδρόμησης των λογαρίθμων της Y ως προς 
το χρόνο. Στην περίπτωση αυτή, ο συντελεστής κλίσης δίνει την τιμή  ĝ ως εκτίμηση για το ρυθ-
μό αύξησης, και συγκεκριμένα 

b = ln(1 + ĝ ) που δίνει ĝ = eb – 1 

Ο συντελεστής β της Εξ. (2.7) αποτελεί το συνεχή ρυθμό της μεταβολής ∂ lnYt / ∂ t, ενώ η  g απο-
τελεί το διακριτό ρυθμό. Ο σχηματισμός μιας χρονοσειράς σταθερού ρυθμού αύξησης σε συνεχή 
χρόνο δίνει 

Yt = Y
0
eβt ή lnYt = α + βt 

Τέλος, σημειώστε ότι, αν πάρουμε τις διαφορές πρώτου βαθμού στην Εξ. (2.7), έχουμε 

 ln ln(1 )
t

Y g gβΔ = = + ≅  (2.9) 

Συνεπώς, αν πάρουμε τις διαφορές πρώτου βαθμού των λογαρίθμων έχουμε το συνεχή ρυθμό 
αύξησης, που με τη σειρά του είναι μια προσέγγιση του διακριτού ρυθμού αύξησης. Η προσέγγι-
ση αυτή είναι αρκετά ακριβής μόνο για μικρές τιμές της g. 

2.1.2 Αριθμητικό παράδειγμα 

Ο Πίνακας 2.1 παρέχει στοιχεία για την παραγωγή ασφαλτούχου λιθάνθρακα στις Ηνωμένες Πο-
λιτείες ανά δεκαετίες, από το 1841 έως το 1910. Αν απεικονίσουμε σε διάγραμμα το λογάριθμο 
της παραγωγής ως προς το χρόνο, προκύπτει μια γραμμική σχέση. 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.1 

Παραγωγή ασφαλτούχου λιθάνθρακα στις Ηνωμένες Πολιτείες, 1841–1910 

Μέση ετήσια παραγωγή 

(σε 1000 καθαρούς τόνους) 

Δεκαετία Y ln Y t t(ln Y) 

1841–1850 1,837 7.5159 –3 –22.5457 

1851–1860 4,868 8.4904 –2 –16.9809 

1861–1870 12,411 9.4263 –1 –9.4263 

1871–1880 32,617 10.3926 0 0.0000 

1881–1890 82,770 11.3238 1 11.3238 

1891–1900 148,457 11.9081 2 23.8161 

1901–1910 322,958 12.6853 3 38.0558 

Άθροισμα  71.7424 0 24.2408 

 
Έτσι, προσαρμόζουμε μια καμπύλη σταθερού ρυθμού αύξησης και υπολογίζουμε τον ετήσιο 
ρυθμό αύξησης. Αφού θέσουμε ως αρχή του χρόνου το μέσον της δεκαετίας 1870 και δεχθούμε 
ως μονάδα χρόνου τα 10 έτη, προκύπτουν οι χρονοσειρές t που φαίνονται στον πίνακα. Από τα 
στοιχεία του πίνακα 
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a = 
∑ lnY

n
 = 

71.7424
7

 = 10.2489 

b = 
∑ tlnY

∑ t2
 = 

24.2408
28

 = 0.8657 

Ο συντελεστής r2 αυτής της παλινδρόμησης είναι 0.9945, επαληθεύοντας τη γραμμικότητα του 
διαγράμματος διασποράς. Ο εκτιμημένος ρυθμός αύξησης ανά δεκαετία υπολογίζεται από τη 
σχέση 

ĝ = eb – 1 = 1.3768 

Συνεπώς, ο σταθερός ρυθμός αύξησης είναι σχεδόν 140 τοις εκατό ανά δεκαετία. Ο ετήσιος ρυθ-
μός αύξησης (annual growth rate, agr) υπολογίζεται στη συνέχεια από τη σχέση 

(1 + agr)10 = 2.3768 

που δίνει agr = 0.0904, ή μόλις περισσότερο από 9 τοις εκατό ετησίως. Ο ισοδύναμος συνεχής 
ρυθμός είναι 0.0866. 
 Η μεταβλητή του χρόνου μπορεί να αντιμετωπιστεί ως σταθερή ανεξάρτητη μεταβλητή και, 
επομένως, οι επαγωγικές διαδικασίες του Κεφαλαίου 1 εφαρμόζονται σε εξισώσεις όπως οι (2.5) 
και (2.7).2 

2.2 
ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ ΤΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 

Ο λογαριθμικός μετασχηματισμός της εξαρτημένης μεταβλητής στις μελέτες αύξησης οδηγεί 
φυσιολογικά στην εξέταση και άλλων μετασχηματισμών. Οι μετασχηματισμοί αυτοί μπορεί να 
αναφέρονται στην εξαρτημένη μεταβλητή, στην ανεξάρτητη μεταβλητή, ή και στις δύο. Ο κύριος 
σκοπός τους είναι να επιτευχθεί ένας μετασχηματισμός γραμμικοποίησης ώστε να μπορούν να 
εφαρμόζονται οι απλές τεχνικές του Κεφαλαίου 1 στις κατάλληλα μετασχηματισμένες μεταβλη-
τές και να παρακάμπτεται έτσι η ανάγκη περαιτέρω προσαρμογής σύνθετων σχέσεων. 

2.2.1 Μετασχηματισμοί λογάριθμος-λογάριθμος 

Η εξίσωση της αύξησης χρησιμοποίησε ένα μετασχηματισμό της εξαρτημένης μεταβλητής. Πολ-
λές σημαντικές οικονομετρικές εφαρμογές χρησιμοποιούν τους λογαρίθμους και των δύο μετα-
βλητών. Η σχετική συναρτησιακή περιγραφή είναι 

 Y = AXβ
 ή lnY = α + β lnX (2.10) 

                                                           

2
  Για μια πολύ χρήσιμη ανάλυση της χρήσης του χρόνου ως ανεξάρτητης μεταβλητής, δείτε Russell Davidson και 

James G. MacKinnon, Estimation and Inference in Econometrics, Oxford University Press, 1993,  
σελ. 115–118. 



72  ΟΙΚΟΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΜΕΘΟΔΟΙ 

 

όπου α = lnA. Η ελαστικότητα της Y ως προς τη X ορίζεται ως 

Ελαστικότητα = 
dY

dX
 
X

Y
 

 Η παραπάνω εξίσωση μετράει την ποσοστιαία μεταβολή της Y για 1 τοις εκατό μεταβολή της 
X. Αν εφαρμόσουμε την εξίσωση της ελαστικότητας στην πρώτη έκφραση της Εξ. (2.10), βλέ-
πουμε ότι η ελαστικότητα αυτής της συνάρτησης είναι απλώς β, και η δεύτερη έκφραση της Εξ. 
(2.10) δείχνει ότι η κλίση της περιγραφής λογάριθμος-λογάριθμος είναι η ελαστικότητα. 
Συνεπώς, η Εξ. (2.10) ορίζει μια συνάρτηση σταθερής ελαστικότητας (constant elasticity func-
tion). Παρόμοιες εξειδικεύσεις εμφανίζονται συχνά σε εφαρμοσμένες εργασίες, πιθανόν λόγω της 
απλότητάς τους και της εύκολης ερμηνείας τους, καθώς οι κλίσεις στις παλινδρομήσεις λογάριθ-
μος-λογάριθμος αποτελούν άμεσες εκτιμήσεις των (σταθερών) ελαστικοτήτων. Στο Σχήμα 2.1 
απεικονίζονται ορισμένα τυπικά σχέδια στο επίπεδο Y, X για διάφορα β. 

 

ΣΧΗΜΑ 2.1 

Y = AX
β
. 

2.2.2 Ημιλογαριθμικοί μετασχηματισμοί 

Ένα τέτοιο παράδειγμα έχει παρουσιαστεί ήδη στην εξίσωση της σταθερής αύξησης. Η γενική 
μορφή είναι3 

                                                           

3
 Ο οξυδερκής αναγνώστης θα έχει παρατηρήσει ότι, εξετάζοντας διάφορους μετασχηματισμούς, δεν είμαστε συ-

νεπείς ως προς το διαταρακτικό όρο, που τον περιλαμβάνουμε σε ορισμένες εξισώσεις και τον παραλείπουμε 
από άλλες με σκοπό να απλοποιήσουμε τους μετασχηματισμούς. Η μόνη δικαιολογία γι' αυτή την (κοινή) πρακτι-
κή είναι η άγνοια και η ευκολία. Ο αείμνηστος Sir Julian Huxley (διακεκριμένος βιολόγος και αδελφός του συγ-
γραφέα Aldous Huxley) περιέγραψε κάποτε το Θεό ως «προσωποποιημένο σύμβολο της αθεράπευτης άγνοιας 
του ανθρώπου». Ο διαταρακτικός όρος παίζει παρόμοιο ρόλο στην οικονομετρία, καθώς είναι ένα στοχαστικό 
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 lnY = α + βX + u (2.11) 

Η περιγραφή αυτή χρησιμοποιείται ευρέως στα υποδείγματα ανθρώπινου κεφαλαίου, όπου η Y δη-
λώνει τα εισοδήματα και η X τα έτη της εκπαίδευσης ή της πείρας.4 Από την Εξ. (2.11) έπεται ότι 

1
Y

 
dY

dX
 = β 

Επομένως, η κλίση της ημιλογαριθμικής παλινδρόμησης αποτελεί εκτίμηση της ποσοστιαίας με-
ταβολής της Y ανά μονάδα μεταβολής της X. Μια εικόνα θετικού β παρουσιάζεται στο Σχήμα 
2.2a. Αν αντιστρέψουμε τους άξονες, έχουμε 

 Y = α + β lnX (2.12) 

 

ΣΧΗΜΑ 2.2 

Ημιλογαριθμικό υπόδειγμα. 

Ένα παράδειγμα θετικού β παρουσιάζεται στο Σχήμα 2.2β. Σε μια διαστρωματική μελέτη προϋ-
πολογισμών των νοικοκυριών, μια τέτοια καμπύλη θα μπορούσε να εκφράζει τη σχέση μεταξύ 
μιας κατηγορίας δαπανών Y και του εισοδήματος X. Απαιτείται ένα ορισμένο κατώφλιο εισοδή-
ματος (e–α/β) για να γίνει οποιαδήποτε δαπάνη γι’ αυτό το αγαθό. Οι δαπάνες αυξάνουν τότε  
 

                                                                                                                                                        
σύμβολο της κατάλοιπης άγνοιας του οικονομέτρη. Και όπως κάνουμε συχνά και με το Θεό, αποδίδουμε στο α-
νεξιχνίαστο και άγνωστο τις ιδιότητες που είναι καταλληλότερες για το σκοπό μας. 

4
 Ο προσδιορισμός αυτός προέρχεται από θεωρητικούς προβληματισμούς στο J. Mincer, School, Experience, and 

Earnings, Columbia University Press, New York, 1974. 
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μονοτονικά ως προς το εισόδημα, αλλά με φθίνοντα ρυθμό. Η οριακή ροπή για κατανάλωση  
(β / X) για το αγαθό αυτό μειώνεται καθώς αυξάνεται το εισόδημα, και το ίδιο και η ελαστικότη-
τα (β / Y). 

2.2.3 Αντίστροφοι μετασχηματισμοί 

Οι αντίστροφοι μετασχηματισμοί είναι χρήσιμοι όταν προσομοιώνουμε καταστάσεις όπου υπάρ-
χουν ασύμπτωτες για τη μία ή και τις δύο μεταβλητές. Ας θεωρήσουμε τη σχέση 

 (Y – α
1
)(X – α

2
) = α

3 
(2.13) 

Η σχέση αυτή περιγράφει μια ορθογώνια υπερβολική καμπύλη με ασύμπτωτες στα Y = α
1
 και  

X = α
2
. Στο Σχήμα 2.3 παρουσιάζονται ορισμένα τυπικά διαγράμματα θετικών και αρνητικών α

3
. 

Η Εξ. (2.13) μπορεί να γραφεί ως 

 Y = α
1
 + 

α
3

X – α
2

  (2.14) 

 

ΣΧΗΜΑ 2.3 

Ορθογώνια υπερβολική καμπύλη. 

Το αποτέλεσμα της πρόσθεσης ενός όρου σφάλματος στην Εξ. (2.14) και της προσπάθειας να 
ελαχιστοποιηθεί το άθροισμα τετραγώνων των καταλοίπων δίνει εξισώσεις που είναι μη γραμμι-
κές ως προς τα α. Στην περίπτωση αυτή, είναι αδύνατος ο γραμμικός μετασχηματισμός που θα 
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μας επαναφέρει στις απλές διαδικασίες του Κεφαλαίου 1.5 Εντούτοις, υπάρχουν δύο ειδικές περι-
πτώσεις της Εξ. (2.14) όπου μπορούν να εφαρμοστούν γραμμικοί μετασχηματισμοί. Αν θέσουμε 
το α

2
 ίσο με το μηδέν, έχουμε 

 Y = α + β ⎝
⎛
⎠
⎞1

X
 (2.15) 

όπου α = α
1
 και β = α

3
. Εναλλακτικά, αν θέσουμε α

1
 ίσο με το μηδέν, έχουμε 

 ⎝
⎛
⎠
⎞1

Y
 = α + βX (2.16) 

όπου α = – α
2
/α

3
 και β = 1/α

3
. Σχηματικές παραστάσεις απεικονίζονται στα Σχήματα 2.4 και 2.5. 

 Στη μελέτη των καμπυλών Phillips, προσαρμόζονται συχνά καμπύλες του τύπου του Σχήμα-
τος 2.4a, όπου η Y απεικονίζει το ποσοστό του μισθού ή τη μεταβολή της τιμής και η X το ποσο-
στό της ανεργίας. Η περιγραφή αυτή εμπεριέχει τη μη ρεαλιστική υπόθεση ότι η ασύμπτωτη για 
το ποσοστό ανεργίας είναι μηδέν. Η εναλλακτική απλοποίηση της Εξ. (2.16) επιτρέπει ένα θετικό 
ελάχιστο ποσοστό ανεργίας, αλλά με κόστος την επιβολή μιας ελάχιστης μηδενικής μεταβολής 
μισθών. 

 

ΣΧΗΜΑ 2.4 

Υ = α + β ⎝
⎛
⎠
⎞1

Χ
 

                                                           

5
 Όπως θα δούμε παρακάτω, η εξίσωση μπορεί να προσαρμοστεί απευθείας με μη γραμμικά ελάχιστα τετράγωνα. 
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ΣΧΗΜΑ 2.5 

1
Υ

 = α + βΧ 

Η γενικότερη περιγραφή που απεικονίζεται στο Σχήμα 2.3a καταργεί και τους δύο περιορισμούς 
και επιτρέπει τη δυνατότητα ενός θετικού ελάχιστου ποσοστού ανεργίας και μιας αρνητικής με-
ταβολής μισθών. Το Σχήμα 2.4β μπορεί να απεικονίζει μια διαστρωματική συνάρτηση δαπανών. 
Απαιτείται ένα ορισμένο κατώφλιο εισοδήματος για να υπάρξει οποιαδήποτε δαπάνη για 
γεύματα, λόγου χάρη, σε εστιατόριο, όμως αυτή η δαπάνη τείνει προς κάποιο ανώτατο όριο όπου 
ο δισεκατομμυριούχος δαπανά απειροελάχιστα περισσότερα από τον εκατομμυριούχο. 

2.3 
ΕΝΑ ΕΜΠΕΙΡΙΚΟ ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΗΣ ΣΧΕΣΗΣ: 
ΠΛΗΘΩΡΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΑΝΕΡΓΙΑ ΣΤΙΣ ΗΠΑ 

Η δημοσίευση του άρθρου «Phillips Curve» το 1958 ξεκίνησε μια νέα βιομηχανία οικονομικής 
ανάπτυξης, οι επαγγελματίες της οποίας αναζήτησαν (και ανακάλυψαν) καμπύλες Phillips σε 
διάφορες χώρες.6 Στο αρχικό άρθρο, ο Phillips απεικόνισε την ετήσια ποσοστιαία μεταβολή μι-
σθού σε σχέση με το ποσοστό ανεργίας στο Ηνωμένο Βασίλειο, για την περίοδο 1861 έως 1913. 
Το διάγραμμα διασποράς αποκάλυψε μια αρνητική μη γραμμική σχέση, την οποία ο Phillips συ-
νόψισε στη μορφή μιας καμπύλης γραμμής. Αξιοσημείωτο είναι ότι τα δεδομένα δύο συνεχόμε-

                                                           

6
 A. W. Phillips, «The Relation between Unemployment and the Rate of Change of Money Wages in the United 

Kingdom, 1861–1957», Economica, New Series 25, 1958, 283–299. 
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νων περιόδων, 1913–1948 και 1948–1957, βρίσκονται κοντά στην καμπύλη που προέκυψε από 
τα δεδομένα των ετών 1861–1913. Αυτή η απλή καμπύλη του Phillips δεν άντεξε στο χρόνο και 
δέχθηκε τόσο θεωρητικές όσο και στατιστικές επιθέσεις και αναδιατυπώσεις. Έτσι, η απλή διμε-
ταβλητή ανάλυση του πληθωρισμού των μισθών (ή των τιμών) και της ανεργίας δεν μπορεί πλέ-
ον να θεωρείται σοβαρή οικονομετρία. Εντούτοις, στο κεφάλαιο αυτό εξακολουθούμε να περιο-
ριζόμαστε στις διμεταβλητές σχέσεις, και το επόμενο παράδειγμα θα πρέπει να αντιμετωπιστεί 
μόνον ως επεξήγηση των στατιστικών βημάτων που ακολουθούνται στη διαδικασία προσαρμο-
γής μη γραμμικών σχέσεων σε δύο μεταβλητές. 
 Τα δεδομένα που χρησιμοποιούνται είναι ετήσια στοιχεία για τις Ηνωμένες Πολιτείες από το 
1957 έως το 1970. Η μεταβλητή για τον πληθωρισμό (INF) είναι η ετήσια ποσοστιαία μεταβολή 
του Δείκτη Τιμών Καταναλωτή (CPI). Η μεταβλητή για την ανεργία (UNR) είναι το ποσοστό 
ανεργίας των πολιτών εργατών ηλικίας 16 ετών και άνω. Ο πληθωρισμός κυμαίνεται μεταξύ μιας 
χαμηλής τιμής 0.69 τοις εκατό το 1959 και μιας υψηλής τιμής 5.72 τοις εκατό το 1970, με μέση 
τιμή 2.58 τοις εκατό. Το ποσοστό ανεργίας, που ήταν 4.3 τοις εκατό το 1957, ανήλθε σε ένα μέ-
γιστο 6.7 τοις εκατό το 1961 και μειωνόταν σταθερά στη συνέχεια της δεκαετίας του 1960. Το 
Σχήμα 2.6a απεικονίζει το διάγραμμα διασποράς του πληθωρισμού ως προς το τρέχον ποσοστό 
ανεργίας. Η κλίση είναι αρνητική, αλλά το διάγραμμα έχει διασκορπισμένες τιμές. Στο Σχήμα 
2.6β, ο πληθωρισμός σχεδιάζεται σε σχέση με το ποσοστό ανεργίας του προηγούμενου έτους. 
Δεν είναι παράλογο να υπάρξει υστέρηση στην απόκριση, καθώς απαιτείται χρόνος ώσπου η α-
νεργία να επηρεάσει τους μισθούς, και ακόμη περισσότερος χρόνος ώσπου οι μεταβολές των μι-
σθών να επιδράσουν σταδιακά στις τιμές των τελικών προϊόντων. Στην περίπτωση αυτή, το διά-
γραμμα είναι περισσότερο συνεκτικό και υπάρχει κάποια ένδειξη μη γραμμικότητας. Το ίδιο 
σχήμα δείχνει την προσαρμογή μιας γραμμικής παλινδρόμησης του πληθωρισμού επί της ανεργί-
ας με υστέρηση. Η γραμμική περιγραφή προφανώς εκφράζει ανεπαρκώς το φαινόμενο. Από τα 
14 κατάλοιπα της παλινδρόμησης, 5 είναι θετικά και 9 αρνητικά. Τα 5 θετικά κατάλοιπα συμβαί-
νουν στις χαμηλότερες και υψηλότερες τιμές της ερμηνευτικής μεταβλητής. Κατά συνέπεια, η 
εξέταση των καταλοίπων μπορεί να υποδηλώνει εσφαλμένη περιγραφή. Σειρές ή ακολουθίες θε-
τικών ή αρνητικών καταλοίπων υποδηλώνουν εσφαλμένη περιγραφή. 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2.2 

Διάφορες παλινδρομήσεις πληθωρισμός/ανεργία, 1957–1970* 

Ερμηνευτική  

μεταβλητή 

 

Σταθερά 

 

Κλίση 

 

r
2
 

 

SER 

UNR 6.92    –0.8764 0.33 1.40 

      (3.82)   (–2.45)   

UNR(–1)        9.13    –1.3386 0.81 0.74 

      (9.80)   (–7.19)   

1/UNR(–1)      –4.48    32.9772 0.90 0.54 

    (–6.51)    (10.50)   

* Οι στατιστικές t είναι οι αριθμοί μέσα στις παρενθέσεις. SER  

είναι το τυπικό σφάλμα της παλινδρόμησης. 
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ΣΧΗΜΑ 2.6 

Πληθωρισμός και ανεργία στις ΗΠΑ, 1957–1970. 

Το Σχήμα 2.6γ δείχνει το αποτέλεσμα της προσαρμογής της αντίστροφης σχέσης 

 INF = α + γ ⎣
⎡

⎦
⎤1

UNR(–1)
 + u (2.17) 

Τα κατάλοιπα είναι κάπως μικρότερα σε σύγκριση με το Σχήμα 2.6β και το διάγραμμα είναι κά-
πως περισσότερο γραμμικό, όχι όμως απόλυτα. Στον Πίνακα 2.2 συνοψίζονται τα κύρια αποτε-
λέσματα των παλινδρομήσεων που σχετίζονται με το Σχήμα 2.6. Επισημαίνουμε το σημαντικό 
άλμα του r2 όταν αλλάζουμε την ερμηνευτική μεταβλητή από την τρέχουσα ανεργία στην ανερ-
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γία με υστέρηση, και μια περαιτέρω αύξηση από 0.81 σε 0.90 όταν χρησιμοποιούμε τον αντί-
στροφο μετασχηματισμό. 
 Τέλος, σημειώνουμε το αποτέλεσμα της προσαρμογής της μη γραμμικής σχέσης 

 INF = α
1
 + 

α
3

UNR(–1) – α
2

 + u (2.18) 

Η προσαρμογή επιτυγχάνεται με μη γραμμικά ελάχιστα τετράγωνα, που είναι μια επαναληπτική 
διαδικασία εκτίμησης η οποία αρχίζει με κάποιες αυθαίρετες τιμές για τις άγνωστες παραμέ-
τρους, υπολογίζει το άθροισμα τετραγώνων των καταλοίπων, κατόπιν αναζητά αλλαγές στις πα-
ραμέτρους για να μειώσει το RSS και συνεχίζει με τον ίδιο τρόπο μέχρις ότου οι διαδοχικές με-
ταβολές στις εκτιμώμενες παραμέτρους και στα σχετιζόμενα RSS να είναι αμελητέες. Στο τελικό 
στάδιο ενδέχεται να προκύψουν τυπικά σφάλματα και άλλοι στατιστικοί έλεγχοι όπως ακριβώς 
στη γραμμική μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων· όπως όμως θα εξηγήσουμε στη συνέχεια, τα 
σφάλματα αυτά έχουν τώρα μια ασυμπτωτική αιτιολόγηση και όχι τις ακριβείς ιδιότητες των μι-
κρών δειγμάτων. Όπως επισημάναμε πιο πάνω, οι γραμμικοί μετασχηματισμοί που επιτεύχθηκαν 
όταν οι α

1
 και α

2
 θεωρήθηκαν ίσοι με μηδέν θέτουν θεωρητικά ακατάλληλους περιορισμούς στο 

σχήμα της σχέσης. Αν τεθεί α
2
 ίσο με μηδέν, όπως στην τρίτη παλινδρόμηση του Πίνακα 2.2, 

έχουμε μια χαμηλότερη ασύμπτωτη του μηδενός για το ποσοστό ανεργίας, που είναι αβάσιμα 
μικρή. Από την άλλη, αν θέσουμε α

1
 ίσο με μηδέν, έχουμε μια χαμηλότερη ασύμπτωτη του μη-

δενός για το ποσοστό ανεργίας, το οποίο υποδηλώνει ότι το επίπεδο των τιμών δεν μπορεί να 
υποχωρήσει όσο υψηλό και αν είναι το επίπεδο της ανεργίας, που είναι επίσης αβάσιμος περιορι-
σμός. Αν χρησιμοποιήσουμε μη γραμμική μέθοδο ελαχίστων τετραγώνων για να εκτιμήσουμε τη 
σχέση χωρίς αυτούς τους περιορισμούς, έχουμε 

INF = – 0.32 + 
4.8882

UNR(– 1) – 2.6917
 

με r2 = 0.95 και Τυπικό σφάλμα παλινδρόμησης= 0.40. Η έκφραση αυτή παρέχει τη βέλτιστη προ-
σαρμογή και το χαμηλότερο τυπικό σφάλμα από όλες τις παλινδρομήσεις. Ο σταθερός όρος, που 
είναι η εκτιμώμενη ασύμπτωτη για το ποσοστό του πληθωρισμού, είναι ελαφρά αρνητικός όχι 
όμως σημαντικά διαφορετικός από το μηδέν. Η εκτιμώμενη ασύμπτωτη για το ποσοστό ανεργίας 
είναι 2.69 τοις εκατό. Η αντίθεση μεταξύ των ασυμπτώτων της ανεργίας κατά τη διαδικασία 
προσαρμογής των Εξισώσεων (2.17) και (2.18) μας υπενθυμίζει με εντυπωσιακό τρόπο το γεγο-
νός ότι κάθε περιγραφή επιβάλλει ένα συγκεκριμένο σχήμα στην εκτιμώμενη σχέση. Η Εξ. (2.18) 
σημαίνει δραματικά αυξανόμενα ποσοστά πληθωρισμού για ποσοστά ανεργίας μόλις κατώτερα 
από το 3 τοις εκατό, ενώ η Εξ. (2.17) απαιτεί ποσοστά ανεργίας κατώτερα από το 1 τοις εκατό 
προκειμένου να δώσει παρόμοια μεγέθη πληθωρισμού. Οι προσαρμογές στα δεδομένα του δείγ-
ματος δε διαφέρουν πάρα πολύ, αλλά οι επεκτάσεις των ερμηνειών πέρα από το εύρος των στοι-
χείων του δείγματος μας δίνουν εντυπωσιακά διαφορετικές εικόνες. 


